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PREDHOVOR

Vysokoskolské skripta Ndvody k laboratéornym cviceniam 1 su urcené hlavne Studentom
a u¢itelom ako doporucend literatira kpredmetu Mechanika pre Studijny odbor
Elektrooptika. M6Zu byt vhodnou literaturou aj k predmetom Fyzika, Zaklady fyziky, Vybrané
kapitoly z fyziky, ako suéast $tudia na vybranych fakultadch a $tudijnych odboroch Zilinskej
univerzity v Ziline. Obsahuje 13 tém, z ktorych sa vybrané témy moZu precvicovat vo vyssie
uvedenych predmetoch jednotlivych fakult Zilinskej univerzity.

Laboratdrne cvicenia ako sucast vyucovania maju za ulohu Studentom pomdct hlbsie sa
oboznamit so zakladnymi fyzikdlnymi zdkonmi, ziskat prinich elementarne navyky
experimentovania a vychovavat ich k samostatnej praci. Student by mal byt pri kazdom
poznavani aktivny a bolo by vhodné ucit ho tak, aby podstatnu c¢ast svojich poznatkov, ktoré
si osvojil, vedel produktivne vyuzit. Sucastou laboratornych cviceni je aj spracovanie
teoretickych a experimentalnych poznatkov a experimentalnych dat vo forme referatu z
laboratdrnej ulohy. Tvorba referatu ma za ulohu naudit a pripravit studentov na spracovanie
spomenutych poznatkov vo forme vedeckého ¢lanku, ako primdrneho zdroja vedeckych
informdcii, ktory ostatnym vedcom a odbornikom spristupriuje nové myslienky, pozorovania
a experimenty.

V jednotlivych kapitolach su k dispozicii ndvody na fyzikalne experimenty zamerané na javy,
ktoré Studenti poznavaju v mechanike, v termike a molekulovej fyzike. Navody k jednotlivym
experimentom sa zvycajne zacinaju uUlohami a teoretickym Uvodom k danej problematike
skimanych fyzikdlnych javov. Teoreticky Uvod sme spracovali tak, aby obsahoval dolezité
fyzikdlne zdkony a principy potrebné k pochopeniu problematiky potrebnej k predmetu
merania. Snazili sme sa to vysvetlit ¢o najzrozumitelnejsie, a preto sme niekde pouzivali
zjednodusené predpoklady. Pri kazdom experimente je uvedeny zoznam pomdcok, postup
na pripravu a realizaciu experimentu. Stcastou je aj navrh tabuliek a postup vyhodnotenia a
spracovania experimentdlne ziskanych vysledkov. Kazda uloha je spracovana ako samostatny
celok, takze nebolo nutné Uplne dodrzat jednotné oznacenie fyzikalnych veli¢in v celom
Studijnom materialy.

Skripta vznikli z potreby inovacie niektorych laboratérnych uloh, ktoré boli siéastou doteraz
pouzivanych skript a nadvazuju, rozSiruju a dopliuju texty, ktoré uz boli publikované.
Pri tvorbe sme reagovali aj na potreby vyplyvajice zo zmien v obsahu vzdelavania.
PovaZzujeme za milu povinnost podakovat ¢lenom katedry, najma prof. Mgr. I. Martincekovi,
PhD., prof. RNDr. J. Kudeléikovi, PhD., doc. Ing. N. Tarjanyimu, PhD., doc. RNDr. |. Melovi, PhD.,
Mgr. M. Janekovi, PhD., RNDr. M. Gintnerovi, PhD., ktori prispievali v predchadzajucich rokoch
k zostaveniu tohto Studijného materialu ¢i uz napisanim textov potrebnych pre Studentov
k laboratérnemu cviceniu, ndpadom, ale aj cennymi radami a pripomienkami pomohli vylepsit
obsah tohto $tudijného materidlu. Dakujeme Tereze Tarjanyiovej za jazykovu korekturu textu.
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POKYNY K PRIPRAVE, REALIZOVANIU A SPRACOVANIU
MERANIA

Vyucujuci Studentov pred meranim v laboratériu oboznamia s aktudlnymi bezpecnostnymi

predpismi uréenymi na pracu vdanom laboratdriu.

K priprave merania patria vSetky pracovné ukony, ktoré netvoria samotné meranie, ale
pripravuju a zaistuji meranie tak, aby bolo moiné ziskat Co najpresnejsie vysledky.
Experimentator musi byt podrobne oboznameny so vsetkymi ukonmi merania, ktoré bude
realizovat a mal by dobre ovladat problematiku témy, ktorej sa meranie tyka, vediet fyzikalne
zakony, principy a definicie. To znamena, Ze Studenti sa musia v pripravne] etape merania
danej laboratérnej Ulohy teoreticky pripravit na meranie. K teoretickej priprave slizZia navody

k meraniu, ktoré su obsahom tychto skript.

Kazdy Student si pred prichodom na prvu z hodin vymedzenych na meranie danej laboratérnej
ulohy nastuduje navod k prislusnej laboratérnej ulohe. Bude mat vopred pripraveny referat,
ktory bude obsahovat vytlacenu a vyplnent hlavic¢ku referatu k dlohe, ciel merania, teoreticky

Uvod a bude mat vopred pripravené tabulky na zaznamenavanie nameranych tdajov.

Referat moéze byt pripraveny v textovom editore alebo napisany rucne, podla pokynov
vyucujuceho. Tabulky budd pripravené v tabulkovom procesore na pocitaci (Excel, QtiPlot,
Origin...), Cize Studenti budu pouZivat na meranie elektronicki podobu tabuliek. V Gvodnej
Casti hodiny bude kazdy Student kratko preskusany uUstne alebo pisomne s dérazom
na definicie najddleZitejsich veli¢in a postup merania. Priprava na hodinu je hodnotena 20 %
z celkového hodnotenia laboratérnej ulohy, 80 % hodnotenia danej ulohy je za vypracovany
referat. Student napide referat po domerani laboratérnej ulohy a odovzda ho najneskér

do zaciatku merania dalSej laboratérnej ulohy.

Struktura a hodnotenie referatu

O vykonanom merani sa predklada pisomna sprava (referat). U¢elom referatu je ukazat, ze
Student porozumel problematike, naucil sa vypracovat spravu z merania, ktorou dokaze
oboznamit nezucastneného zaujemcu s problematikou, prezentovat vysledky merania a ich
spracovanie. Na zaklade spracovania vysledkov preukaze schopnost prijimat zavery
o metodike merania, kvalite merania, kvalite pouZitej literatury, a pod.). Dobry referat
obsahuje maximum informdcii na minimalnom priestore. Informacie je moziné efektivne
prezentovat len vtedy, ak referat sleduje isty logicky poriadok a zaroven sa lahko ¢ita. Je
to naro¢na tloha a preto neocakavame, Ze $tudenti dokazu napisat nie¢o, ¢o bude hned spifiat
profesiondlne Standardy kladené na technické ¢lanky, ale chceme, aby vykrocili spravnym

smerom.




Referat by mal obsahovat nasledujice Casti:

1.

Hlavicka je prva strana referatu spolocna pre vSetkych Studentov, ktora obsahuje
predmet, ndzov fakulty, nazov ulohy, meno a priezvisko Studenta, cCislo Studijnej

skupiny, ddtum merania a odovzdania laboratdrnej ulohy.

Ciel merania rozvija jednou alebo dvoma vetami ndzov ulohy, aby bolo jasnejsie,

ktoré konkrétne ciele sme pri merani sledovali.

Teoreticky uvod by mal odrazat chapanie textu Studentom vo forme vyberu toho
vystizny, mali by z neho vyplynut vztahy dolezité pre vyhodnotenie, mal by obsahovat
definicie, fyzikalne zdkony. Teoreticky Uvod k Ulohe nesmie byt bezhlavo kopirovany
z nadvodu k ulohe. Ciel merania a teoreticky Uvod by nemali spolu zabrat viac ako

jednu stranu referatu.

Experimentalna ¢ast

a) Nakres, schéma zariadenia alebo zostavy experimentalneho zariadenia doplnena
popisom.

b) Zoznam pomocok a pristrojov vo forme kratkeho zoznamu, ktory zahina
aparaturu, pomocky a pouZité meracie pristroje. Pri meracich pristrojoch
uvedieme do zatvorky najmensi dielik, napr. mikrometrické meradlo (0,01 mm),
posuvné meradlo (0,05 mm).

c) Postup merania by mal byt stru¢ny, vystizny a napisany v minulom case, t. j.
po domerani Ulohy a mal by obsahovat popis toho, ¢o naozaj studenti robili.

d) Namerané hodnoty su prezentované zvycajne vo forme tabulky, alebo iného
vhodného zapisu, pripadne ako graf. Kazda tabulka ma mat svoje poradové Cislo,
nazov a jasne identifikované veli€iny spolu s jednotkami.

e) Vypocty su v referate uvadzané v Uplnom zneni, aby sa dala skontrolovat ich
spravnost, taktiez mozu byt prezentované vo forme tabulky. Trividlne kroky
mozu byt vynechané. Opakujuce sa vypocty figuruju v referate len jedenkrat ako
vzorovy vypocet pre vyznaceny riadok tabulky. Priebezné vysledky merania
v referate uvddzame s neistotami zaokruhlenymi na dve platné Cislice v tvare
fyzikalna veli¢ina = aritmeticky priemer + neistota, napr. x =+ o, =
(0,2317 £+ 0,0048) m. Merana veli¢ina musi mat rovnaky pocet desatinnych
miest ako neistota (viac v kapitole Spracovanie merania). Vypocet neistoty
v referate nasleduje hned po vypocte prislusnej veli¢iny. Do Casti vypocty patria
aj grafy. Tak ako tabulky, aj grafy musia mat svoje poradové &islo a nazov.
Na stradnicovych osiach musia byt identifikované veli¢iny spolu s jednotkami.
Namerané hodnoty v grafe by mali mat zakreslené aj chyby/neurcitosti merania,

v pripade, Ze si to Uloha vyzaduje.




Vysledky prezentuju najdolezitejsie ¢iselné vysledky merania a vyhodnotenia taktiez
vtvare fyzikalna veli¢ina = aritmeticky priemer + neistota, napr. x + o, =
(0,232 +£0,005) m, kde x je strednd hodnota meranej veli¢éiny a o, jej
neurcitost/chyba. VSimnite si, Ze neurcitost/chybu v tejto casti treba zaokruhlit
na prvu platnd cislicu a merana veli¢ina ma rovnaky pocet desatinnych miest ako

zaokruhlena neurditost/chyba (viac v kapitole Spracovanie merania).

Zaver merania je vo forme diskusie o dosiahnutych vysledkoch, o zhode nameranych
vysledkov s teoretickou alebo tabulkovou hodnotou, o moznych pri¢inach nesuhlasu,
ktoré ovplyvnili vysledok, o veli¢ine, ktord sa najviac podiela na vyslednej neistote
atd. V zavere sa dalej diskutuje o kvalite vykonanej prace, zhodnoti sa pouzitd
meracia metdda (rozoberu sa jej pozitiva ale aj jej pripadné nedostatky, odporucenie
pouZzitia inej metddy, navrhne sa spdsob akym by sa dali nedostatky odstranit).




SPRACOVANIE MERANIA

Tak ako je samo o sebe staré meranie, tak je stard aj pochybnost, ¢i je namerana hodnota
presna. V tejto kapitole bude nasou snahou Vam pribliZit a ¢iastocne vysvetlit komplikovany

proces merania a vyhodnocovania nameranych udajov.

Na Uvod je potrebné, aby sme si jednotlivé veli¢iny rozdelili do kategdrii. Pre toto rozdelenie
vyuzijeme jednoduchy priklad jazdy vlaku z jedného miesta na druhé.

Prvym typom su statické veli¢iny, su to také, ktoré sa v ¢ase nemenia a su konstantné. Ak
zoberieme do Uvahy vlak, jedna sa o hmotnost vlaku, rozmery vlaku, vzdialenost medzi
miestami, kde sa vlak presuva a tak dalej.

Druhym typom su veli¢iny kratkodobo statické. Do tejto kategdrie mézeme zaradit veliciny,
ktoré su z kratkodobého hladiska konstantné. Ak by sme ich hladali na spominanom vlaku, islo
by napriklad o mnozstvo paliva v naddrzi, vonkajsia teplota, barometricky tlak, atd.

Poslednou skupinou su dynamické (¢asovo premenlivé) veli¢iny. Typickym prikladom je napr.
rychlost vlaku, otacky motora, stipanie trate. Tuto kategériu by sme mohli delit na zaklade
réznych kategorii na dalSie podskupiny.

Poznanie o aky typ veliéiny sa jednd je prvym a délezitym krokom kjeho spravnemu

spracovaniu a vyhodnoteniu.

A. Meranie a metdda merania

V experimentdlnej Cinnosti, kvalitnej vyrobe alebo v technickom rozvoji zohrdva meranie
doleZitu ulohu. Meranie je subor c¢innosti, ktorych cieflom je stanovit hodnotu nezndmej
fyzikalnej veli¢iny. Pod tymto pojmom rozumieme vsetky potrebné ukony na uréenie fyzikalnej
veli¢iny. Vo vSeobecnosti sem patri priprava a kontrola meradla, pripadna instaldcia snimaca,
nastavenie a kalibracia a samotné ziskanie a spracovanie Udajov. Nie je mozné ocakavat, ze
vysledkom merania bude skutoéna hodnota. Délezité je, ako blizko je ziskany vysledok k tejto
skutoénej hodnote, ¢o zavisi od metddy merania, kvality aparatury ur¢enej na meranie, kvality
realizovaného merania a inych vplyvov. Za danych podmienok predpokladame, Ze ziskané
vysledky sa pohybuju v okoli hlfadanej hodnoty meranej veli¢iny a su ovplyvnené chybami
merania.

Metéda merania nam vyjadruje, akym spésobom danu veli¢inu ziskame. Kazdd meranu
veli¢inu dokaZzeme odmerat viacerymi metdédami. Vyber metddy ovplyviiuje o aky typ meranej
veli¢iny ide, aké mame podmienky a éo mame k dispozicii. V praxi sa najcastejSie vyuzivaju

Styri metddy merania.

Metoda jednorazového a opakovaného merania

Ako uZ vyplyva zo samotného nazvu, ak hfadanu veli¢inu odmeriame meracim pristrojom raz,

hovorime o jednorazovom merani. Tato metdéda merania je najmenej presna.
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Ak by sme chceli tuto presnost zvysit, bolo by potrebné vykonat viac merani. Tymto spdsobom
by sme ziskali sibor nameranych hodnét x4, x,..., x,,, kde n je pocet merani. Tuto metddu
logicky nazyvame opakované meranie. Z praktického hladiska, je viac neZ potrebné subor
nameranych hodnét ziskanych touto metddou charakterizovat jednou jedinou hodnotou. Tuto
hodnotu budeme nazyvat stredna hodnota. Strednu hodnotu tychto merani je najlepsie

charakterizovat aritmetickym priemerom nameranych hodnét
-1 1on
X=;(X1 +XZ++XH) =;Zi:1xi. (1)

Pri tomto type metddy merania existuje aj Specidlny pripad, tzv. metéda postupnych merani.
Vtomto pripade je zaciatok kazdého nasledujiuceho merania totozny s koncom toho

predchddzajuceho.

Priame a nepriame metody

Ak hodnotu meranej veli¢iny od¢itame zo stupnice meracieho pristroja priamo, hovorime
o priamom merani. Napriklad pri merani dizky pomocou dizkového meradla alebo priemeru
pomocou mikrometrického meradla.

Ak je potrebné hladanu veli¢inu urcit pomocou matematického vztahu alebo je funkciou

niekolkych veli¢in rézneho druhu, t. j. x = f(y;, ..., ¥,), hovorime o nepriamej metéde.

Absolutne a relativne metody

Absolutne metddy poskytuju priamo Ciselnd hodnotu meranej veliciny. V pripade relativnych
metdd ide o podiel dvoch velicin toho istého druhu, pricom hodnota jednej z porovnavanych

veli¢in musi byt znama.
Statické a dynamické metody

Ak merana veli¢ina aaj ostatné veli¢iny, s ktorymi merand veli¢ina suUvisi, maju v ¢ase
konstantné hodnoty, ide o staticki metddu. Pri dynamickej metdde sa niektora z veli¢in meni

s ¢asom.

Pri meraniach sa Castokrat pouzivaju viaceré metddy sucasne. Typickym prikladom je pripad
opakovaného nepriameho merania. Vtomto pripade pri spracovani hodnét musime brat
do uvahy, Ze merana velicina zavisi od viacerych veli¢in y;, ktoré si merané niekolkokrat. Preto
v prvom kroku ur¢ime strednt hodnotu kazdej veli¢iny podla vztahu (1) a aZ potom ur¢ime
hladand veli¢inu. Z toho vyplyva, Ze hladana veli¢éina bude uréend strednymi hodnotami
X =f(y1, ...,¥n). S podobnym typom spajania metdd sa stretme napr. pri Ulohe s nazvom

Uréenia objemu valéeka.
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B. Chyby merania

Ulohou merania je urcit hodnotu meranej veli¢éiny a odhadnut chybu merania a neistotu,
ktorej sa dopustame pri merani. Rozdiel medzi nameranou a skutocnou (tzv. pravou)
hodnotou meranej veli¢iny nazyvame chyba merania.

Pojem skuto¢nd hodnota je idedlny pojem, ktory vyjadruje hodnotu, ktorda je v zhode
s definiciou blizSie urcenej veli¢iny. Jednd sa o jednociselnd hodnotu u spojitych veli¢in
s velkym poctom desatinnych miest, ktoru by sme ziskali velmi presnym meranim pri vysokych
poziadavkach na technickl vyspelost meradiel, spésobilost osoby a dobu merania. Takato
hodnota je pre praktické vyuZitie nepouZitelna, preto sa zavadza pojem konvencne prava
hodnota (stredna hodnota). Tato hodnota predstavuje hodnotu dostatocne blizku
ku skutocnej hodnote. Ziskame ju za primeranych technickych, finanénych, ¢asovych
a personalnych podmienok. Za konvencne pravi hodnotu mdZeme pokladat tabulkovu
hodnotu, strednd hodnotu meranej veli¢éiny alebo hodnotu meranej veli¢iny urcenu
z definicie. Tento Ustupok ma za ndsledok zniZenie presnosti a navysSenie chyby a neistoty
merania.

Zdrojom chyb v ramci merania je viacero. Na zaklade pévodu chyby ich méZzeme rozdelit na tri

kategoérie.
Hrubé chyby

Prva skupinu tvoria hrubé chyby, ktorych vyskyt je predovsetkym systémovym zlyhanim a
vyznacuju sa nasledujucimi vlastnostami:
e sU napadné svojou velkostou (napr. meraci pristroj ukazuje neobvykle velku alebo
malu hodnotu, alebo jedna hodnota sa vyrazne lisi od ostatnych)
e mozu byt doplnené dalsimi negativnymi ukazovatelmi
e vyZaduju zasadny zasah do procesu merania (ukonéenia merania, oprava meradla,
vymena experimentatora,... ).
Mozné pri¢iny hrubych chyb merania:
e z|é odcitanie nameranych hodnét experimentatorom
e poskodené meradlo alebo snimac
e zle nastavené meradlo
e nevhodné meradlo
e nepripravenost experimentatora
e nevhodnd metdda
e nevhodné podmienky merania.
Vyskyt hrubych chyb sa najcastejSie prejavuje pri opakovanom merani. V sibore hodnot
hodnotu, ktora je zatazena hrubou chybou pri spracovani neberieme do uUvahy, alebo je

potrebné odstranit chybu a meranie zopakovat.
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Systematické chyby

Systematické chyby, na rozdiel od hrubych chyb, namerané hodnoty posuvaju od vyslednej
hodnoty vZdy rovnakym smerom, a preto su tazko odhalitelné.
Vyznacuju sa nasledujucimi vlastnostami:
e maju poznatelnd pricinu (vieme priamo urcit konkrétny zdroj chyby)
e sy stale, o do velkosti a orientéacie (znamienka)
e existuje jednoznacné rieSenie
e nedad saich charakterizovat na zdklade opakovaného merania
Mozné priciny systematickych chyb:
e 2|3 kalibracia alebo zaciato¢né nastavenie
e chyba paralaxy (vznikd u analégovych meracich pristrojov v pripade, kedy rovina
pohybu ruci¢ky a rovina stupnice su od seba vzdialené a stupnica nie je pozorovana
v kolmom smere)
e nevhodne upevneny snimac
e poskodenie vedenia

e znecisteny meraci dotyk.

Aj pri velmi dobrej analyze pricin systematickych chyb sa urcita cast neodhali. Tieto chyby

potom spadaju pod kategdériu nahodnych chyb.

Nahodné chyby

Co nevieme zaradit do predchadzajucich chyb logicky spada do tejto kategdrie. Jednd sa
o chyby sp6sobené nahodnymi vplyvmi prostredia alebo prebiehajicimi dejmi v pristrojoch.
Pri tychto chybdach nevieme predpokladat kedy nastanu.
Vyznacuju sa nasledujicimi vlastnostami:

e nevieme ich identifikovat z hladiska konkrétnych pri¢in

e nevieme ich presne vycislit

e su nestdle z hladiska velkosti aj orientacie

e neexistuje proces spracovania iba Statisticky (opakovanym meranim).

Pre lepSenie pochopenie jednotlivych typov chyb si predstavme tieto chyby ako strely na terc.
Obrazok (Obr. 1.a) zobrazuje idedlny stav, ked vSetky strely zasiahli stred terca, ich rozptyl je
maly a su blizko pri sebe. Takyto stav v ramci merania je velmi tazké, resp. nemozné dosiahnut.
Obrazok (Obr. 1.b) zobrazuje systematické chyby. Vidime, Ze rozptyl jednotlivych zasahov
ostava maly, ale kazda jedna strela je posunuta do jedného smeru. Z tohto pohladu vidime, Ze
systém je ovplyviiovany systematickym vonkajsim vplyvom a kazda hodnota je systematicky
posunutd rovnakym smerom. Obrdzok (Obr. 1.c) zobrazuje ndhodné chyby, kde vidime, Ze
strely maju velky rozptyl a kazdd sa od idedlneho stavu liSi, ¢i uz do velkosti odchylky alebo

smeru.
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a) b) c) d)

Obr. 1. Nazornd ukazka jednotlivych typov chyb: a) ukdzka idealneho stavu, b) systematické
chyby, c) ndhodné chyby, d) redlne namerané hodnoty

Zivot by bol ovela jednoduchsi keby existuju iba tieto uzavreté pripady, ale v redlnom procese
merania tieto diskrétne stavy neexistuju. V pripade redlneho merania (Obr. 1.d) vidime, Ze
strely si ndhodné a ovplyvnené systematickymi, ndhodnymi a hrubymi chybami. Ulohou
experimentatora je nasledne odhalit moZné chyby a uréenymi postupmi charakterizovat dané
merania a subor nameranych dat.

Vramci experimentalnej priace avyhodnocovania sa experimentator castokrat stretdva
s pojmami absolutna arelativna chyba. Tento typ chyb sa najéastejSie pouziva

na porovndavanie dvoch hodnot.

Absolutna chyba

Absolutna chyba Ax predstavuje rozdiel medzi vysledkom merania x; a konvencne pravou
hodnotou meranej veliCiny x,,

(2)

Ax = x; — xp.
Jednotka absolutnej chyby je rovnakd ako jednotka meranej veli¢iny. Tato chyba mobzie

nadobudat aj zaporné hodnoty.

Relativna chyba

Relativna chyba predstavuje podiel medzi absolitnou hodnotou absolutnej chyby a
konvencne pravou hodnotou meranej veliCiny x,

_ |Ax|

ox .
Xp

(3)

Ak relativnu chybu dx vyjadrime v percentach, plati vztah

|Ax|
6x% = — 100 % (4)
Xp

Hodnota relativnej chyby je vidy kladnd aje vyjadrend ako bezrozmerné Ccislo alebo

v percentdch.
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C. Neistoty merania

V predchddzajlcich ¢astiach sme ¢astokrat spomenuli, Ze jednotlivé chyby sa nedaju presne
Ciselne vyjadrit. Ich hodnotu vieme urcit iba ako priblizné cislo, ktoré nevypoveda dostatocne
dobre o merani. Aby sme ziskali skuto¢nu predstavu o vyslednej hodnote merania, musime
tuto hodnotu vyjadrit ako interval, v ktorom sa s urcitou pravdepodobnostou bude nachadzat
merand veli¢ina. Tento interval urime pomocou matematickej Statistiky a tedrie
pravdepodobnosti. Jednd sa o neistotu merania. Neistota merania je parameter
charakterizujuci interval hodn6ét meranej veli¢iny okolo vysledku merania, ktory s urcitou
pravdepodobnost obsahuje skuto¢nu hodnotu. Pri neistote merania je potrebné si uvedomit
tri kfucové vlastnosti:

e neistota je pridruzena k vysledku merania, a teda neistota je parametrom, ktory sam

o seba nema velky vyznam
e neistota je v podstate rozptyl hodnét, ¢im sa neistote ddva Statisticka podoba
e pri neistote vznika povinnost urcit a zdoraznit zdroje neistot a ich prispevky k celkovej
neistote.

Neistota merania sa stava kvalitativnym ukazovatelom vysledku a do istej miery vyjadruje aj
kvalitu merania. Zakladnou charakteristikou neistoty je Standardnd neistota o, ktoru vieme
uréit z matematickej Statistiky pre nahodné procesy. Castokrat sa pri analyzach merani
vyuZivaju absolutna Standardna neistota, ale aj relativna Standardna neistota.
Matematickym vyjadrenim zdvislosti na metdde merania je absolttna standardna neistota o,
meranej veli¢iny x. Vyjadrend byva v rovnakych jednotkach ako merana veli¢ina.
Vzhladom na komplikovanost merani v praxi (pouZitie viacerych meradiel alebo typov metéd
merania) urcenie absolutnej Standardnej neistoty mda presne definované postupy
a zakonitosti.
NajcastejSie pouzivanou absolitnou standardnou neistotou je tzv. kombinovana standardna
neistota. Tento typ neistoty v sebe spdja Standardnu neistotu typu A a Standardnu neistotu

typu B.

Standardnd neistota typu A

Tato neistotu mozeme pouZit len v pripade, Ze mdme k dispozicii (alebo sme schopni vykonat)
opakované merania. Pre vypocet Standardnej neistoty typu A je potrebné poznat vyberovu

smerodajnu odchylku jedného merania s pre ktoru plati

(5)

kde n je pocCet merani a Ax; je absolutna chyba zadefinovana vo vztahu (2).
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Vyberovi smerodajnt odchylku mézeme zo Statistického hladiska pouZit na posudenie
presnosti jednotlivych merani. VSeobecne plati, Ze ¢im je s menSie, tym je meranie presnejsie.
V literature sa vyberova smerodajna odchylka jedného merania oznacduje aj ako stredna
kvadraticka odchylka jedného merania.

Takymto sp6sobom sme schopny urcit presnost (rozptyl) jedného merania. Avsak, ak
uskuto¢nime n opakovanych merani niekolkokrat za sebou, dostaneme pre kazdu z tychto
n-tic nameranych hodn6t vSeobecne rozdielnu skuto¢nu hodnotu. Ak su vysledky jednotlivych
merani navzajom nezdvislé, potom smerodajna odchylka g5 aritmetického priemeru uréeného
zn opakovanych merani je Vn-krat mensia ako smerodajnd odchylka jedného merania s.
Pre Standardnu neistotu typu A v urcitych podmienkach potom plati gz = g5z a mdZieme

napisat

(6)

kde n predstavuje pocet merani, x; vysledok i-teho merania a vyraz (x; — X) predstavuje
absolutnu chybu ako je uvedené vo vztahu (2).
Zo vztahu (6) je zrejmé, Ze g5 bude tym mensie ¢im:
e bude mensi rozptyl opakovanych meranych hodnét
e bude viac opakovani merani n.
Pri uréovani Standardnej neistoty typu A sa vSeobecne odporuca:
e aby pocet merani nebol mensi ako 5
e abysa pocet merani 5 az 10 vyuzival len vo vynimocnych pripadoch

e aby pocet merani bol 10 a viac.

Standardnd neistota typu B

Standardnd neistota typu B, vyjadruje neistoty sposobené najcastejsie zdrojmi, ktoré sa
vyznacuju nasledujucimi vlastnostami:
e urcuju sa nestatickymi metddami
e ich mnoizstvo zavisi na rozhodnuti experimentatora
e ich vplyv sa neda zniZit opakovanymi meraniami.
V praxi sa naj¢astejSie ako zdroje neistoty typu B vyskytuju:
e vplyv poveternostnych podmienok
e vplyv kalibracie
e vplyv meracich kablov
e vplyv uloZenia snimacdov
e vplyv rozliSitelnosti meradla

e vplyv konstant pri vypocte nepriamo meranych veliéin.
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Pre samotny vypoclet Standardnej neistoty typu B je potrebné do istej mieri poznat typ
rozdelenia pravdepodobnosti. Nasledne Standardnu neistotu typu B oggz vieme vypocitat
pomocou zjednoduseného vztahu

OBx = ’ (7)

kde z,,.x predstavuje maximalnu dovolend odchylku meracieho zariadenia a y je koeficient
na popis statického rozdelenia. Zakladné hodnoty koeficientu y pre vypocet Standardnej
neistoty typu B su uvedené v tabulke 1.

Tabulka 1.

Statické rozdelenie Zmax X
Normalne (Gaussovo) a=2s 2

A a=3s 3

a=hs h
a s - smerodajna
odchylka rozdelenia

Rovnomerné (Pravouhlé) a V3~ 1,73

F 3

a

Trojuholnikové (Simpsonovo) a V6 ~ 2,45

F 3
Trojuholnikové (Bimodalne) a V2 ~ 1,41

A

| a
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U — rozdelenie a V2 = 1,41

y
|/

v

V pripade nesymetrického rozdelenia by sme uvaZovali dlhsiu vzdialenost od zdroja neistoty
ku krajnej hodnote. Vypocet by sa velmi skomplikoval a nemohli by sme pouZit vztah (7). Tieto
pripady su vsak velmi ojedinelé a v praxi sa preferuje hlavne symetrické rozdelenie.

Standardnd neistota nepriameho merania

Nepriame meranie je z hladiska spracovania nameranych hodn6t najnarocnejsie. Zatial' ¢o
v pripade priamych merani hodnoty ziskavame priamo meranim, v pripade nepriameho
merania je tato merand veli¢ina funkciou viacerych premennych rézneho druhu (t. j.
od viacerych fyzikalnych veli¢in). Tieto premenné (fyzikdlne veli¢iny) moZeme merat
jednorazovo alebo opakovanym meranim. Hodnota meranej veliCiny x sa v pripade
opakovaného merania uréuje nepriamo pomocou jednotlivych strednych hodn6t meranych
veli¢in x = (¥4, ¥2, V3, ..., ¥o)- V pripade, ak veli¢éiny meriame jeden krét je merana veli¢ina x
funkciou veli¢in rézneho druhu x = f(yy, y,,y3, ..., ¥n). Pre uréenie tejto neistoty v pripade

nepriameho merania musime vyuzit nasledovny vztah

(8)

ox . y .o . ’ , Ox a V2,.Yi
kde — je parcialna derivacia veli¢iny x podla y; a plati — = UG Ypmiy)
dy; dy; dy;

jednorazového merania Standardna neistota typu B a v pripade opakovaného merania gy,

, Oy, je v pripade

predstavuje Standardnu neistotu typu A alebo kombinovanu Standardnu neistotu. Zaroven
zo vztahu (8) vyplyva, Ze na uréenie Standardnej neistoty nepriameho merania je potrebné
urcit parcidlne derivacie meranej veli¢iny x, podla kazdej premennej y;, od ktorej merand
veli¢ina zavisi. V pripade ak x = f(y;, V5, ¥3, ..., ¥n) j€ potrebné vykonat n parcialnych derivacii

a vztah (8) moézeme zapisat aj v tvare

dx \2 dx \2 dx \2 Ix
- (2 2 o 2 ot 2 Il 2 (9)
x \/(ayl) %+ (63/2) %, ¥ ((’)3/3) %t <6yn) T -
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Maximadlna dovolenad odchylka

Maximalna dovolend odchylka najcastejsSie predstavuje presnost meradla a jej urlenie
vo velkej miere zavisi od pouZitej metddy merania a samotného meradla. Pri naj¢astejSie sa
vyskytujucich meracich pristrojoch (vynimku tvoria len rucickové) je maximdlna dovolena
odchylka dand najmensim dielikom stupnice.

Pri rucickovych (analégovych) pristrojoch sa za maximalnu dovolent odchylku povazuje trieda
presnosti p najc¢astejSie uvedena v %. Potom pre maximalnu dovolenu odchylku meracieho
zariadenia plati

Zmax = % - rozsah. (10)

Samozrejmostou je aj vypocCet maximalnej odchylky v pripade nepriamych merani. V tomto
pripade sa maximalna dovolena odchylka vypocita nasledovne

0x
ay,

0x
ay,

ox
yZmaX+.“+ W (11)

VA =
max y nmax ’

ylmax + ’

kde ;Tx predstavuje parcidlnu derivaciu veli€iny x, kde x = f(y41, V3, .., Yn)-
1

Kombinovana standardna neistota

Ked' vieme stanovit Standardnu neistou typu A a Standardnu neistotu typu B mbéZzeme stanovit
Standardnu kombinovanu neistotu nasledujiucim vztahom

Ox = 4/ O'A)z2 + O'sz. (12)

Zo vztahu vyplyva, Ze zapis je iba formalnym spojenim Casti A a Casti B. Je doleZité si uvedomit,
Ze zdroj neistot typu A ma rovnaky vyznam ako zdroj neist6t typu B. Vyznam vztahu (12)
spociva hlavne v uvedomeni si spojenia dvoch metdd uréenia Standardnych neist6t a tiez ich
porovnaniu. Ak
e 0,5 je vyrazne (radovo) vacsie ako ogg, moZzeme predpokladat, Ze v systéme merania
prevazuju ndhodne chyby a mali by sme sa zamerat na ich odstranenie,
e Op; je vyrazne (radovo) vacsie ako g,z moZzeme predpokladat, Ze je systém merania

nespravne navrhnuty alebo su v systéme dominantné zdroje typu B.

Relativna standardna neistota merania

Podiel prislusnej absolutnej Standardnej neistoty a meranej veli¢iny oznacujeme ako relativna

Standardna neistota og; a matematicky ju mézeme vyjadrit vztahom

Opg = %100 %. (13)
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Rozsirena neistota

Na dvod k neistotdm merania sme si povedali, Ze aby sme ziskali skutoénu predstavu
o vyslednej hodnote merania musime tuto hodnotu vyjadrit ako interval, v ktorom sa
s urCitou pravdepodobnostou bude nachadzat merana veli¢ina. Podla Statistickej tedrie je
hodnota tejto pravdepodobnosti rovnd 68,3 % za predpokladu, Ze sa jednd o symetrické
rozloZenie. Interval x = (X + 0z) nam teda vyjadruje, Ze v tomto intervale sa okolo strednej
hodnoty X nachadza 68,3% vietkych merani. Dalej modieme povedat, 7Ze
s pravdepodobnostou 68,3 % dalSia namerana hodnota spadne do tohto intervalu.

Z praktickej stranky takyto uUzky interval ¢asto nema zmysel, a preto sa zavadzaju intervaly
so SirSim pokrytim. Tieto neistoty sa nazyvaju rozSirené neistoty. RozSirena neistota je dana

ako sucin kombinovanej neistoty a faktora rozsirenia (pokrytia) k a plati
U)_C = k Oy . (14)

Hodnota faktora pokrytia sa voli na zaklade pozadovanej pravdepodobnosti, pricom plati

Tabulka 2.
k pravdepodobnost
1 68,3 %
2 95,5%
3 99,7 %

Pre lepSiu predstavu uvedieme priklad: Pri opakovom merani pre n = 10 vyjadruje absoldtna
Standardna neistota oy, Ze 68,3 % vSetkych merani, o je v tomto pripade 6 merani, sa bude
nachadzat v intervale (X + a;) okolo strednej hodnoty. Ak pouZijeme rozsirenu neistotu Uz s
faktorom rozsirenia k = 2, potom zvacSime pocet odmeranych hodn6t, ktoré budu lezat

vintervale (X + Uz) = (X + 20;) okolo strednej hodnoty na devat hodnét.

strednd
hodnota

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

-dc =30 +2c -lo ‘ n Il G 2o 3o 4o

i 68,3 % !
95,5 %

Obr. 2. Gaussovo rozdelenie pravdepodobnosti
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V pripade najCastejsSie sa vyskytujuceho normalneho rozloZenia, tzv. Gaussovo rozdelenie
pravdepodobnosti, mdéZeme rozsirené neistoty zakreslit aj graficky (Obr. 2), kde vidime, Ze
priblizne 99,7 % spada do intervalu (X + 30%). Podla dohovoru vsetky hodnoty, ktoré spadaju

mimo tento interval méZeme povazovat za nepresné a moézeme ich z merania vylucit.

D. Zasady pre zapis a zaokruhlovanie nameranych velicin, neistot
a chyb

Pri procese merania nie je doblezité len meranie a spracovanie vysledkov, ale déleZitou
sucastou merania je aj zapis nameranych vysledkov. Tento vysledok musi byt zapisany spravne
a ma mat fyzikalny vyznam. Ako bolo uvedené vyssie v texte, neistota je pridruzena k vysledku
merania, preto zapis vysledku kazdého merania obsahuje strednu hodnotu meranej veli¢iny
a prislusnu neistotu merania. Hodnota nameranej veli¢iny ako aj prislusna neistota musia byt

spravne zaokruhlené a zapisané podla pravidiel pre zapis a zaokruhlovanie meranej veliiny.

Pravidla pre zapis a zaokruhlovanie chyby a neistoty

1. Pri zaokruhlovani chyby alebo neistoty ma vyznam iba prva nenulova dislica (platna

Cislica). Jedinou vynimkou je zaokrihlovanie v ¢iastkovych vypoctoch, kedy je dovolené
zaokruhlovanie na prvé dve platné Cislice. Dévod pre pouzivanie jednej (dvoch) platnej
Cislice je ten, Ze chyby, ktoré budeme urcovat v laboratdriu, nikdy neuré¢ime presnejsie
ako na jednu platnu Cislicu. Dve platné Cislice vo vypoctoch pouzivame kvoli tomu, aby
nam zaokruhlované chyby pocas vypoctov nezvadsili findlnu chybu.

Napriklad:

Pri merani di?ky md Standardnd neistota hodnotu 7 484 mm. Prvd platnd Cislica je

7 (7484 mm), prvé dve platné Cislice su 74 (7 484 mm).

Pri merani prudu md Standardnd neistota hodnotu 0,02301 A. Prvad platna Cislica

je 2(0,02301 A), prvé dve platné Cislice su 23 (0,02301 A).

2. Pri zaokruhlovani chyb a neistot vidy zaokrdhlujeme smerom nahor, okrem pripadu,

kedy je za platnou Cislicou 0. Zaokruhlovanim smerom nadol by dochadzalo k umelému
a Statisticky nesprdvnemu zuzovaniu intervalu pravdepodobnosti. ZuZzovanie intervalu
pravdepodobnosti zaokruhlovanim neistoty smerom nadol nema prakticky vyznam,
nakolko ide o vynutené zvySovanie presnosti nameranych hodn6ét.

Napriklad:

a) Pri merani dizky md Standardnd neistota hodnotu 7 484 mm.

Prva platnd Cislica je 7 (7 484 mm) za riou nasleduje 4, a teda hodnotu zaokruhlime

nahor a zaokruhlend hodnota ma tvar 8000 mm.

Prvé dve platné Cislice su 74 (7 484 mm) za nimi nasleduje 8, a teda hodnotu

zaokruhlime nahor a zaokruhlend hodnota md tvar 7 500 mm.
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b) Pri merani prudu ma Standardnd neistota hodnotu 0,02301 A.

Prvd platnd Cislica je 2 (0,02301 A) za riou nasleduje 3, a teda hodnotu zaokruhlime
nahor a zaokruhlenad hodnota ma tvar 0,03 A.

Prvé dve platné Cislice su 23 (0,02301 A) za nimi nasleduje 0, a teda hodnotu

zaokruhlime nadol a zaokruhlend hodnota md tvar 0,023 A.

Pravidla pre zapis a zaokruhlovanie nameranej veliciny

1. Hodnotu nameranej veli¢iny zaokrihlujeme na rovnaky pocdet desatinnych miest ako

je urcenad neistota. V prvom kroku zaokruhlime neistotu a v dalSom kroku podla poctu
platnych desatinnych miest neistoty zaokruhlime nameranu veli¢inu na rovnaky pocet
platnych desatinnych miest.
Napriklad:
Pri merani reakcného casu sme ziskali hodnotu reakcného casu t = 0,16430 s
prisluchajuca neistota md hodnotu o; = 0,004284 s. Ak neistotu zaokruhlime na
tri desatinné miesta o =0,004 s, potom aj hodnotu meranej veliCiny

t = 0,16430 s zaokruhlime na tri desatinné miestat = 0,164 s.

2. Hodnotu nameranej veli¢iny zaokruhlujeme nasledovne: ak Cdislica nasledujuca

za poziciou, na ktoru chceme zaokrahlovat, nameranej veliciny je

a) od 1 po 4 - zaokruhlujeme nadol
Napriklad:
Namerany objem val¢eka md hodnotu 7,17359 cm?® a zaokruhlujeme ho na dve
desatinné miesta. Cislica nasledujica za poziciou, na ktoru zaokruhlujeme (v tomto
pripade za druhou Cislicou za desatinnou Ciarkou) je 3. Preto namerany objem
zaokruhlime nadol na 7,17 cm?®.

b) od 6 po 9 - zaokrihlujeme nahor
Napriklad:
Namerany objem valéeka md hodnotu 7,17759 cm?® a zaokruhlujeme ho na dve
desatinné miesta. Cislica nasledujica za poziciou, na ktoru zaokruhlujeme (v tomto
pripade za druhou Cislicou za desatinnou Ciarkou) je 7. Preto namerany objem
zaokruhlime nadol na 7,18 cm?®.

c) 5-zaokruhlujeme nadol, ak je pred fiou parne islo
Napriklad:
Namerany objem valéeka md hodnotu 7,18559 cm? a zaokruhlujeme ho na dve
desatinné miesta. Cislica nasledujuca za poziciou, na ktoru zaokruhlujeme je 5

a pred fiou je pdrne Cislo 8. Preto namerany objem zaokriuhlime nadol na 7,18 cm>.
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d) 5-nahor, ak je pred nou neparne Cislo
Napriklad:
Namerany objem val¢eka md hodnotu 7,17559 cm?® a zaokruhlujeme ho na dve
desatinné miesta. Cislica nasledujica za poziciou, na ktoru zaokruhlujeme je 5
a pred riou je nepdrne Cislo 7. Preto namerany objem zaokruhlime nahor na 7,18

cm?.

E. Zapis vysledku

Pri zdpise vysledku merania sa Ciselné hodnoty veliiny a absolitnej standardnej neistoty
(rozSirenej neistoty) uddvaju v okruhlych zatvorkach a rovnakd znacka ich jednotiek sa

umiestnuje za zatvorkou:
uplny udaj vysledku merania = (hodnota meranej veliciny + neistota merania) jednotky

Pri¢om pri zapise vysledku dorazne dbame na to, aby hodnota meranej veli€iny a neistota mali
rovnaky pocet desatinnych miest a boli sprdvne zaokruhlené vzmysle vy$sie uvedenych
pravidiel. Pri urcovani poctu desatinnych miest je potrebné si uvedomit vyznam cislice 0, ktora
sa zapocitava do tohto poctu. V pripade situacie, kedy by namerand hodnota mala
po zaokrudhleni alebo namerani len jedno desatinne miesto a uréend neistota by mala tri
vzmysle pravidla o rovnakom pocte vysledok, musime zapisat vtvare
m = (40,500 + 0,003) kg. Napriklad pre uréenie objemu valceka budu vysledky zapisane

v nasledujudcom tvare.

h = (h+op)= (2394 0,02) mm
d=(d+oz)= (14,729 £ 0,003) mm
V= +op) = (4079 + 4) mm3

Najcastejsie chyby pri zapise vysledku

1. Nie je rovnaky pocet desatinnych miest nameranej veli¢iny a neistoty.
Priklad chybného zapisu vysledku: m = (40,5 + 0,003) kg

2. Nie je rovnaky rad desiatok nameranej veli¢iny a neistoty.
Priklad chybného zépisu vysledku: I = (5,1-1072+2,3-10"%) m

3. Jerovnaky rad desiatok, ale nie je rovnaky pocet desatinnych miest nameranej veliciny
a neistoty.
Priklad chybného zapisu vysledku: I = (6,12-107240,2-1072) A

4. Nie su zaokruhlené hodnoty meranej veliiny a neistoty.
Priklad chybného zapisu vysledku: t = (2,3585 + 0,02408905) s

Hodnoty relativnej Standardnej neistoty, absolutnej a relativnej chyby sa zapisuju samostatne

bez Ciselnej hodnoty meranej veli¢iny, zaokruhlené podla pravidiel pre zapis a zaokrihlovanie.
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F. Porovnanie dvoch merani

Ak sme urobili aspon dve merania tej istej fyzikalnej veli¢iny, moéZzeme zistit, ako sa tieto

merania zhoduju. Vysledky merania mame uvedené vo vyslednom tvare

X1 oy,
XZ iO—XZ; (15)

kde X;, X, su stredné hodnoty nameranych veli¢in a gy, , gy, su k nim prislichajuce neistoty
merania. To, Ci tieto dva vysledky suhlasia, zistime podla toho, ¢i sa prekryvaju intervaly
definované neistotami.

V prvom kroku vypocitame rozdiel 4 strednych hodnét merania
A=X, - X (16)

V druhom kroku vypocitame prislichajicu neistotu
— f 2 2

A

(N

V tretom kroku vypocitame pomer

R =

' (18)

V pripade, Ze chceme meranie porovnat s teoretickou alebo tzv. tabulkovou hodnotou
pri ktorej nie je znama neurcitost oy, (neistota teoretickej alebo tabulkovej hodnoty). Pomer

R v takomto pripade vypocitame velmi podobne, pricom gy, = 0 a bude teda platit

' (19)

Ak sa obidve merania zhoduju je R = 0.V dosledku neistot merania takdato situacia nastdva
len velmi zriedka. Z tedrie Statistiky vieme, Ze pravdepodobnost, Ze pri spravnom merani tej
istej strednej hodnoty sa budu dve hodnoty v désledku nahodnych chyb od seba odlisovat
oA = g, ¢o je priblizne 33 % a tomu zodpoveda pomer R = 1. Pravdepodobnost, Ze sa
budl merania odliSovat aZ o A = 20,,t.j. R = 2 je priblizne 4 %. Pravdepodobnost, Ze by
sa odliSovaliazo A = 30,,t.j. R = 3 je priblizne 0,3 %. Z toho vyplyva, Ze ¢im vacsi bude
rozdiel medzi dvoma meraniami tej istej veli¢iny, tym menej budeme tymto meraniam
doverovat. Rozhodnutie, aky velky rozdiel nameranych hodndt sa bude povaZovat este
za akceptovatelny, je subjektivne a zavisi na experimentatorovi. VSeobecne sa vSak povazuju

dve namerané hodnoty tej istej velic¢iny za konzistentné (rovné), pokial pomer R < 2.
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Vdzeny priemer

Pri merani sa stretdvame s réznymi pripadmi, ked urobime viac merani tej istej fyzikdlnej
veli¢iny X; *+ ox,, X, £ 0y,, ..., Xy £ 0x,. Ak by boli neistoty merania rovnaké v kazdom
z tychto merani, bolo by mozné vypocitat obycajny priemer. Avsak Casto tieto neistoty nie su
rovnaké, preto obycajny priemer nie je vhodny nastroj na vypocet. V takom pripade meranie
s najmensou chybou don vstupuje s rovnakou vahou ako meranie s najvacSou chybou. Avsak
meranie s najmensou chybou by malo mat najvacsiu vahu, pretoZe je najdéveryhodnejsie. Aby
sme toto zohladnili, definujeme tzv. vazeny priemer, ktory berie do Uvahy velkosti neist6t, t. j.
ich vahu. Vazeny priemer poskytuje charakteristiku vybraného Statistického suboru v pripade,
Ze hodnoty v tomto stibore maju réznu délezitost (vahu), t. j. maju réznu neistotu merania.
Na vypocet vazeného priemeru potrebujeme stredné hodnoty nameranych veli¢in a k nim
prisldchajuce neistoty.

Ak mame subor hodnot X;,X,,..,X, a k nim odpovedajuce neistoty merania
Ox,,Ox,, -, Ox, VypoCitame vazeny priemer nasledovne

X X X X;
SiZerr mH
X = ox 9%, it O%;
1 1 1 1 (20)
rt—tot— Ll
Ox, Ox Ox, Ox;
a neistotu vazeného priemeru vypocitame podla vztahu
1 1
Og = = .
1 1 1 1
—Zt—tt =177 (21)
9%, x, 0%, Ox;
Vysledok takéhoto vyhodnotenia potom nadobuda tvar
X=X T Ox. (22)
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MERANIE A JEHO NEISTOTA

Ulohy
A. Urcenie reakcného ¢asu na zaklade vizualneho stimulu
B. Urcenie objemu valca

A. Urcenie reakéného c¢asu na zaklade vizualneho stimulu

Teoreticky uvod

Cas je jednou zo zakladnych veli¢in v medzindrodnej sustave jednotiek SI. Jednotkou &asu je
sekunda s. Cas je veli¢ina, ktord sa neustale meni a neda sa spatne reprodukovat. Reakény éas
patri do Struktury pohybovych schopnosti. Je to ¢asovy interval medzi fyzickym stimulom
a uskutocnenim pozadovanej reakcie. Reakény cas je pre vacsinu os6b mensi ako 200 ms. Toto
je vsak prili$ kratky interval na to, aby bol spolahlivo merany stopkami, a navyse, celé meranie
by sa skomplikovalo nutnostou uvazZovat aj s reakénym ¢asom osoby, ktora by ¢as merala.
Experimentatori ¢asto Celia problému, ked maju zmerat veli¢iny, ktorych hodnoty su také
malé, Ze sa pohybuju na hranici alebo pod hranicou presnosti akéhokolvek dostupného
meracieho zariadenia. Jedinym z moznych rieseni je zvolit vhodni metdédu merania.

V tomto experimente budeme urcovat ¢as potrebny na zachytenie pravitka, ktoré bolo nahle
uvolnené z ruky druhej osoby, takie po uvolneni sa pohybovalo volnym padom. Casovy
interval od zaciatku padu do okamihu zachytenia pravitka bude povazovany za reakény cas
osoby chytajucej pravitko. Na uréenie reakéného ¢asu budu pouzité zakony mechaniky.
Po uvolneni pravitka uchopeného rukou sa pravitko vplyvom gravitacie pohybuje k zemi
volnym padom. Ide o rovnomerne zrychleny pohyb so zrychlenim g = 9,806 m - s~2. KedZe
zacCiatoéna rychlost pravitka je nulova, vzdialenost, o ktord klesne za ¢asovy interval t, je

uréend vztahom

s =5gt% (1)

Z tohto vztahu medzi ¢asom a drahou pri rovhomerne zrychlenom pohybe mézeme vypocitat

dobu padu pravitka, t. j. reakény ¢as osoby chytajlcej pravitko

t= [—. (2)

Ak je pravitko drzané vo zvislej polohe a testovany Student je pripraveny zachytit ho medzi
palcom a ukazovakom, pri€om palec je nastaveny nad referenéni polohu s’, potom je draha

volného padu pravitka
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s=s"-5s, (3)

kde s” charakterizuje polohu palca po zachyteni pravitka. Dobu volného padu pravitka potom
vypocitame dosadenim s do vztahu (2).

Ostava nam este zamysliet sa, ¢i tdto metdda md potencidl dosiahnut Uroven presnosti
potrebnld na meranie takto kratkych ¢asovych intervalov. Vacésina z fudi si nevie predstavit
Casovy interval na Urovni dvoch alebo troch desatin sekundy. Ludia su zvyknuti vnimat Casy
na Urovni sekund, minut, hodin, atd. Na lepSie pochopenie, ¢o takyto kratky ¢as predstavuje,
je moiné tento cas previest do jazyka vzdialenosti volného pdadu nasho pravitka.
Predpokladame, Ze maloktoré pozorované casy budu kratSie ako 100 ms. Zo vztahu (1)
mbzeme urdit, Ze tejto hodnote zodpoveda draha rovna priblizne 5 cm. Ak drahu s dokazeme
stanovit s chybou okolo 0,5 cm (10 %), da sa ocakavat neistotu urcenia ¢asu t na uUrovni 5 %.

To je preto, lebo pri propagacii neistoty druhd odmocnina redukuje neistotu na polovicu.

Pomécky

Pravitko s dizkou 50 cm.

Postup merania

1. Kazdy Student uskutocniniekolko skiSobnych pokusov za i¢elom urcenia ¢o najlepsej
techniky postupu pri pustani a chytani pravitka. Jeden Student drzi pravitko a jeho
partner je pripraveny zachytit ho ¢o najrychlejsie po tom, ¢o bolo uvolnhené. Pravitko
musi byt uvolnené bez varovania.

2. Nasledne meranie opakujeme 50-krat. Odporucame, aby sa Studenti striedali
minimalne po desiatich meraniach. Toto by malo poméct redukovat uUnavu
chytajlceho a takisto znizit pravdepodobnost podvedomého osvojenia si naznakov,
ktoré by chytajucej osobe umoznili predvidat okamih vypustenia pravitka.
Namerané hodnoty pozicii palca na pravitku s;,s;’ zaznamendvame do tabulky 1

s presnostou na najmensi dielik.

Tabulka 1.
i |s/(m) |si(m) |s;(m) |t(s) |A=E—t) (s) | A= (E—t)?(s?)

|
Il

ZAL,Z = ...
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Vyhodnotenie merania

1.

Z nameranych zaciatoénych s; akoneénych s; pozicii palca na pravitku uréime
zo vztahu (3) drahy volného padu s;.

Z uréenych hodnot drah s; vypocitame podla vztahu (2) k nim prislichajice reakéné
Casy volného padu t;.

Vypocitané hodnoty casov zndzornime vo forme histogramu v tabulkovom
procesore.

Preskimame zostrojeny histogram a vylu¢ime z neho vSetky hodnoty, ktoré sa javia
nespravne. Za nespravne hodnoty mézu byt povazované neprimerane kratke alebo
dihé casové intervaly. Vyskyt takychto hodnot moézZe byt spbsobeny tym, Ze
v niektorych pripadoch chytajlci z naznakov uhadol moment vypustenia pravitka,
alebo nie¢o mohlo rozptylit pozornost chytajuceho studenta.

Potom z vypocitanych ¢asovych intervalov t; vypocitame priemernd hodnotu t.
Vypocitany priemer zakreslime do histogramu.

Vypocitame vyberovi smerodajni odchylku jedného merania ¢asu pomocou vztahu

Zakreslime interval (t — g, t + g;) do histogramu a skontrolujeme, ¢i priblizne
68,4 % hodnot patri do tohto intervalu.
Vypocitame strednu kvadratickd odchylku aritmetického priemeru pomocou vztahu

Vysledok merania uvadzame vo vyslednom tvare t = (t + o¢).
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B. Urcenie objemu valca

Teoreticky uvod

Objem je velkost priestoru, ktory vyplifia, alebo zabera nejaké teleso. Matematicky je objem
miera charakterizujlca cast priestoru. Fyzikdlnu veli¢inu objem oznacujeme V a jej jednotka
v medzindrodnej sustave jednotiek SI je meter kubicky m3. Jednotka objemu
liter 1 (11 = 1 dm3) je vedlaj$ou jednotkou a jej pouZivanie je medzinarodne povolené.
Objem kvapaliny alebo pevnej latky je mozné urcit priamo pomocou odmerného valca, ¢o je
plastova alebo sklenend duta nddoba s mierkou. Nepriamo sa objem telesa uréuje pomocou
veli¢in, od ktorych tato fyzikdlna veli¢ina zavisi, t. j. ur€uje sa vypoctom zo zndmych hodnét
rozmerov telesa. Objem valca IV m6Zzeme urcit meranim jeho priemeru d (polomeru r ) a vysky
h pomocou vztahu

2

V =mr2h= n(g) h. (4)

Nepriame meranie bolo pouzZité aj v pripade uréenia reakéného Casu, ktory zavisel len
od jednej priamo meranej veli¢iny, Uloha po A. Ak vSak merand fyzikdlna veliina zavisi
od viacerych priamo meranych veli¢in, ako je to v pripade uréenia objemu, pri uréovani jej
neistoty, tzv. neistota nepriameho merania, postupujeme nasledovne. V pripade valca priamo
zmeriame jeho priemer avysku aurime stredné kvadratické odchylky aritmetického

priemeru g, 0z. Vyslednu neistotu objemu uréime pomocou vztahu

v\’ v\’
oy = <£) (Ua)2+<£> (op)?2. (5)

Po dosadeni plati

dn\* dz\* _ [r2y? ’
o= ) o (28 =0 ) s 0

kde V je najpravdepodobnejsi objem valca vypocitany z priemernych hodnét priemeru d
a vysky h. Tento vztah (6) ndm umozriuje zistit, ktora z priamo meranych veli¢in (priemer alebo
vyska) sa podiela na vyslednej neistote uréenia objemu viac. Rozhoduje o tom to, ktory
z dvoch ¢lenov pod odmocninou vo vztahu (6) je vacsi. Z toho vieme usudit, ktord z priamo
meranych veli¢in (priemer alebo vysku) mame predovSetkym merat presnejsie, ak

potrebujeme zmensit nepresnost urcenia objemu valca.

Pomécky

Teleso pravidelného valcovitého tvaru, mikrometrické meradlo, posuvné meradlo.
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Postup merania
1. Vybranym typom meradla uskuto¢nime 10 merani vysky valca h a druhym typom
meradla 10 merani priemeru valca d.

2.  Hodnoty vysok h; a priemerov valca d; zaznamenavame do tabuliek 2 a 3.

Tabulka 2.
i | hm) | &=(R—h)@m) | A= (k- k)" (m?)

=
I

EA‘Z = ...

Tabulka 3.
i |d(m) | A=(d—d) m) | A2=(d—d;)’ (m?)

IS
Il

zAiz = ...

Vyhodnotenie merania

1. Znameranych hodno6t vysky h; a priemeru valca d; vypocitame aritmetické priemery
h, d ak nim prisltchajtce stredné kvadratické odchylky aritmetického priemeru on,
og-

2. Vypocitame najpravdepodobnejsiu hodnotu objemu valca V podla vztahu (4),
pricom za hodnoty vysky a priemeru valca dosadzujeme aritmetické priemery
jednotlivych rozmerov h, d.

3. Kvypocitanému objemu ¥/ stanovime prislichajicu neistotu objemu o pomocou
vztahu (6).

4.  Vysledky uvadzame vo vyslednom tvare

h=(h+op),d=(d+03),V=+o0p).
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STUDIUM POHYBU GULOCKY NA NAKLONENEJ A
VODOROVNEJ ROVINE

Ulohy
A. Overit, ¢i je pohyb gul6éky po prechode z naklonenej roviny
na vodorovnu rovinu rovnomerny priamociary

A v

B. Overit, ¢i pohyb gulécky po naklonenej rovine je rovnomerne zrychleny

Teoreticky uvod

V laboratdrnej ulohe sa budeme venovat pohybu telesa (hmotného bodu). Pre spravny opis
tohto deja je potrebné si zadefinovat zakladné charakteristické veli¢iny. Postupnost pol6h
pohybujuceho sa hmotného bodu vzhladom na zvoleny vztazny bod v priestore sa nazyva
trajektdria. Trajektoria je teda geometricka Ciara, ktord hmotny bod pri pohybe opisuje. Podla
tvaru trajektérie sa rozdeluju pohyby na priamociare a krivociare. Ak sa vSetky body
pohybujiceho sa telesa posuvaju v rovnakych c¢asovych intervaloch v tom istom smere
o rovnaku vzdialenost, t. j. vSetky body sa pohybuju rovnakymi rychlostami, tak teleso kona
rovnomerny posuvny (translac¢ny) pohyb.

Vzdialenost, ktord hmotny bod prejde za ur¢itd dobu, merana pozdi? trajektdrie, sa nazyva
draha. Drahu oznadujeme s, jednotkou drahy je meter (m). Priemerna rychlost je rychlost,
ktorou by teleso preslo tu istl drahu za rovnaky ¢as ako keby sa pohybovalo po tejto drahe
rovhomerne. V praxi sa zavadza pojem priemerna rychlost, pretoze pohyb telies je ¢asto
nerovnomerny. Velkost priemernej rychlosti je definovana vztahom

As
v

p:A_t' (1)

kde As je draha, ktord hmotny bod presiel za ¢asovy interval At. Jednotka rychlosti je meter
za sekundu (m - s™1). Okam{ita rychlost je vektorova fyzikalna veli¢ina, ktora charakterizuje
rychlost telesa v danom mieste a v danom okamihu, a ma vzdy smer dotycnice ku trajektorii.
Zmena polohového vektora Ar, ku ktorej dochddza pri pohybe hmotného bodu za ¢as At, je
urc¢end rozdielom polohovych vektorov Ar = r, — r; (Obr. 1). Vektor a velkost vektora

okamzitej rychlosti su definované vztahmi

~ Ar  dr

v:AI%r—r}oA_t:E'
(2)

~ As ds

il YA TE

kde Ar je zmena polohového vektora.
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Ak hmotny bod za rovnaké ¢asové intervaly At prejde po vodorovnej rovine rovnaké drahy As,
kond rovnomerny priamociary pohyb, v = konst., v = konSt. Ak mal hmotny bod v ¢ase t,
prejdenu drahu s, a za ¢as t prejde drahu s, pre velkost rychlosti plati
s—sg As
v = =—.

Ak v ¢ase ty = 0sje s, = 0 m, pre velkost rychlosti plati v = %a pre drdhus = vt. Ak v ¢ase

to = 0's je s, dizka drahy, ktortd hmotny bod presiel, potom pre drahu plati

s =S + vt. (4)

trajektoria
hmotného bodu

»

X
Obr. 1. Znazornenie zmeny polohového vektora a zmeny vektora rychlosti

Ak sa rychlost meni v ¢ase rovhomerne, ide o pohyb rovhomerne zrychleny alebo spomaleny.
Pri pohybe hmotného bodu po trajektérii ma hmotny bod v éase t, rychlost v,, v Case t
rychlost v a zmena vektora rychlosti Av = v — v, za Casovy interval At =t — t, vyjadruje
vektor priemerného zrychlenia (Obr. 1). Jednotka zrychlenia je meter za sekundu na druhu
(m - s72). Velkost priemerného zrychlenia vyjadruje zmenu rychlosti Av za ¢asovy interval At,
za ktory tato zmena nastala. Vektor a velkost vektora okamzitého zrychlenia su definované
vztahmi

Av |Av|

a=—, al=a=——".
At lal At

(5)
Zmena rychlosti Av (zvacsenie alebo zmensenie rychlosti) za ¢asovy interval At je uréend
sucinom zrychlenia a ¢asovej zmeny Av = aAt. Ak sa hmotny bod pohyboval uz na zaciatku
merania ¢asu (t. j. t; = 0 s) zagiato€nou rychlostou v, # 0 m - s™1, koneéna rychlost v ¢ase
t bude vyjadrena vztahom

v =1, * at, (6)

kde znamienko plus plati v pripade zrychleného pohybu aznamienko minus v pripade

spomaleného. Ak hmotny bod do zaciatku merania ¢asu preSiel drahu sp amavcasety, =0s
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nenulovu zaciato¢nu rychlost vy # 0 m-s™*, potom pre celkovu drahu, ktord hmotny bod

presiel do okamihu vyjadrenom ¢asom t plati vztah
1
S =so+v0ti§at2. (7)
V pripade priamociareho pohybu hmotného bodu je smer vektora zrychlenia totozny

so smerom pohybu hmotného bodu a zrychlenie ma bud’ rovnaky smer ako rychlost (pohyb

zrychleny) alebo ma opacny smer ako rychlost (pohyb spomaleny).

Podla druhého Newtonovho pohybového zakona vysledna sila F = ma, ktorda urcuje
pohybovy stav gul6cky, je v pripade pohybu po naklonenej rovine uréend vektorovym suétom
sil, Cize F = Fr+ F (F; je tiaZzova sila a podla zdkona akcie a reakcie na gul6¢ku posobi
reakcia podlozky Fg). Ak pri pohybe gul6¢ky po naklonenej rovine zanedbdme treciu silu
a odpor prostredia, je pri¢inou pohybu gul6ky pohybova zlozka F, tiaZovej sily F; (Obr. 2)
aplatiF = Fr+ F; =F,,.

=

S)
ey oo ffj/b
U

smer pohybu

Obr. 2. Grafické znazornenie pohybu gul6éky po naklonenej a vodorovnej rovine

Z obrazku je zrejmé, Ze velkost pohybovej zlozky vektora tiazovej sily mozno vyjadrit ako
E, =Fg sin(¢). (8)
Po dosadeni za velkosti sil dostavame
ma = mgsin(¢), (9)
z ¢coho po matematickej Uprave pre velkost zrychlenia plati

a = gsin(g). (10)
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Vidime, Ze zrychlenie gul6cky je konstantné, t. j. gul6cka sa pohybuje rovnomerne zrychlenym
priamociarym pohybom a zavisi od uhla naklonenej roviny.

Pri pohybe gul6¢ky po vodorovnej rovine je mozné taktieZ zanedbat treciu silu a odpor
prostredia, a potom povaZzovat pohyb gul6¢ky za rovnomerny priamociary. Podla druhého
Newtonovho pohybového zdkona vysledna sila F = ma urCuje pohybovy stav gul6cky
a v pripade pohybu po vodorovnej rovine je vyslednica sil uréenda F = Fr + F; (Obr. 2).
Z tretieho Newtonovho pohybového zdkona vyplyva, Ze sily Fg a F; su rovnako velké
Fr = F;, opacne orientované, a teda pre velkost vyslednej sily plati F = 0 N. Zrychlenie a
pohybu guldcky je nulové, t. j. rychlost je konstantna a gulocka sa pohybuje rovhomerne

priamociaro.

Historicka poznamka

MozZno, Ze si niektori z vds, ktori Citate tieto ndvody poloZite otdzku, preco sa mdme zaoberat
takym bandinym pohybom, akym je pohyb gul6cky po naklonenej rovine? Je to sice bandiny
pohyb, ale jeho Studium prispelo k formuldcii zakladnych poznatkov vysvetlujucich sprdvanie
sa pohybujucich telies. A tieto poznatky prdve Studiom spominaného pohybu objavil taliansky
ucenec Galileo Galilei (1564-1642), ktory urobil vela objavov v oblasti mechaniky, optiky,
astrondémie i techniky.

V mechanike Galilei definoval pojmy rychlosti a zrychlenia, zaoberal sa skladanim pohybov
a pri Studiu volného pddu uvazoval o zotrvacnosti telies. Spomedzi jeho objavov v oblasti
mechaniky spomerime aspon tri, ktoré ilustruji o ¢om uvaZoval, k comu dospel a ako
experimentoval.

Prvy objav. Galilei v roku 1632 pri Studiu pohybov v pohybujtcich sa sustavdch napisal , Ak je
pohyb lode rovnomerny, nepozoruju sa najmensie zmeny pohybov prebiehajucich na lodi a ani
z jedného z nich sa nedokdzZe urcit, Ci je lod’'v pohybe alebo ¢i stoji na mieste. Ak skocite smerom
k zadnej casti lode, na podlahe prejdete rovnaku vzdialenost, ako keby lod'stdla, to znamend,
Ze neurobite dlhsie skoky, aj ked'sa lod pohybuje velmi rychlo, smerom k zadnej ¢asti lode, hoci
pocas doby, ked' ste vo vzduchu, sa podlaha pod vami pohybuje smerom opacnym. Kvapky
z dZbdnu s vodou, ktory je zaveseny na strope, budu padat zvisle na podlahu a ani jedna z nich
nepadne smerom k zadnej Casti lode, hoci zatial, ¢o je kvapka vo vzduchu sa lod” pohybuje
smerom dopredu.”

Tieto tvrdenia boli v rozpore s aristotelovskymi filozofmi (Aristoteles, grécky filozof, 384 pr. n.
. =322 pr. n. I.), ktori tvrdili, Ze objekt padajuci zo stazria pohybujucej sa lode spadne dozadu
lode, lebo lod' by sa pod nim vzdialila. To sa skutocne na prvy pohlad méze zdat aj z pokusov,
ak by ste ich robili na otvorenej palube a s predmetmi, ktoré maju voci vzduchu dostatocny
odpor. Ale keby ste vykonali experimenty starostlivo s uvdZzenim vsetkych moznych vplyvov

na vykondvany pohyb, museli by ste dojst k zaverom, ako Galilei.
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Dnes sustave, ktord je spojend s takouto lodou hovorime, Ze je inercidlna a vdaka Einsteinovej
teorii relativity vieme, Ze nielen Ziadnym mechanickym pokusom, ale ani optickym,
elektrickym, chemickym a Ziadnym inym sa nedd zistit, Ci je inercidlna sustava v pokoji, alebo
sa pohybuje rovnomernym priamociarym pohybom.

Druhy objav. Od aristotelovych cias sa myslelo, Ze telesd s vidcsou hmotnostou padaju
v gravitacnom poli Zeme rychlejsie, ako telesd s mensou hmotnostou. A vécsina ludi si to mysli
dodnes a Ciastoc¢ne maju pravdu. Je to predsa samozrejmé. Ked'pustite z rovnakej vysky kladivo
a pierko, kladivo spadne na zem skér. A preco? No zrejme preto, Ze md vdcsiu hmotnost.
Ale Galilei tvrdil, Ze telesd s rozdielnou hmotnostou padaju rovnako rychlo. Galilei si na zdklade
experimentov s padajucimi telesami uvedomil, Ze aj v pripade kladiva a pierka o rychlosti padu
nerozhoduje hmotnost telesa, ale ich odpor, ktory maju voci vzduchu. A preto v bezodporovom
prostredi, akym je vakuum, budu vsetky telesd padat rovnako bez ohladu na ich hmotnost.
A tento fakt Ciastocne plati aj pre vzduch. MéZete to vyskusat. Ak si zoberiete rovnaku pinu
a prdzdnu PET flasu a pustite ich naraz zo zdvihnutych ruk, tak padnu na zem naraz, hoci ich
hmotnosti su znacne rozdielne. Keby ste ich vSak pustali napr. z 6smeho poschodia na zem,
tazsia flasa spadne skér, lebo sa v pohybe telies zacne prejavovat odporovd sila vzduchu, ktord

vplyva na ich rychlost.

Okrem iného, to s tym kladivom a pierkom pred televiznou kamerou vyskusal na Mesiaci, kde
je vdkuum, astronaut David Scott pocas misie Apolla 15 v roku 1971. Popri ndrocnych
vedeckych experimentoch si astronauti nasli ¢as aj na takyto pokus a vzniklo krdtke
insStruktdZne experimentdlne video pre stredné skoly.

Treti objav. A prdave treti objav suvisi so Studiom pohybu gul6cky po naklonenej rovine,
ktorému sa budete venovat aj v nasledujucej laboratdrnej ulohe a ktorému sa venoval aj
Galilei.

V Galileiho ¢asoch, ked' uz boli vyvinuté deld na pusny prach, ludia mali zdujem presne strielat
z jedného miesta na druhé. Aby ste toho boli schopny, potrebujete vediet, ako sa telesd
pohybuju v gravitacnom poli Zeme. Pri Studiu pohybu padajucich telies vsak Galilei narazil
na experimentdlny problém. Volne padajuce telesd sa pohybovali velmi rychlo na to, aby v tych
¢asoch dostupnymi meracimi zariadeniami ¢asu dokdzal presne merat ¢as ich padu. A preto sa
Galilei rozhodol padd telies spomalit tak, Ze zacal valiace gulécky pustat po naklonenej rovine.
Teraz mu na $tudium pohybu stacilo poznat dizku naklonenej roviny a ¢asovy interval, za ktory
gulééky prejdu na nej vyznacenu dizku. Hoci bol asovy interval pohybu dihsi, ako pri volnom
pdde, stdle ho potreboval ¢o najpresnejSie zmerat. Zo zaliatku na meranie doby pohybujucich
sa telies pouZival svoj pulz, ¢o nebolo velmi presné. Neskér vymyslel zariadenie, ktoré popisal
nasledovne ,,PouZili sme velku nddobu s vodou a umiestnili sme ju do vyvysenej polohy. Na dno
nddoby sme pripevnili rurku malého priemeru, cez ktoru tiekol tenky prud vody. Vytecenu vodu

sme zachytdvali v malom pohdri pocas kazdého merania pdadu gul6cky. Takto zozbierand voda
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sa po kazdom merani odvdZila na velmi presnej vdhe. Rozdiely a pomery hmotnosti vody

v pohdri ndm ddvali rozdiely a pomery v ¢asoch.”

Keby to dnes Galilei napisal na vysokej Skole povedali by sme, Ze pise referdt z laboratdrnej
ulohy.

Ale Co zistil? Okrem iného zistil aj to, Ze ak po naklonenej rovine presla gulécka pustend
Z pokoja drdhu s za ¢asovu jednotku t, tak za casovu jednotku 2 t preSla po naklonenej rovine
drdhu 4 s a za ¢asovu jednotku 3 t drdhu 9 s. Galilei a jeho asistenti vykonali takéto merania
opakovane mnoho krdt a o ich vysledkoch napisal ,,Experimenty sme opakovali sto krdt a vZdy
sme zistili, Ze prejdené vzdialenosti boli umerné Stvorcu ¢asov a to platilo pre vsetky sklony

kandla, pozdi? ktorého sme spustali gulécku”.

Dnes by sme jeho zdver symbolicky napisali s ~ t2. A to bol déleZity objav. Galilei toti? zistil, Ze
pri rovnomerne zrychlenom priamociarom pohybe telesa sa prejdend drdha meni s druhou
mocninou Casu a tento fakt bol objaveny experimentdlne. Neskér sa zistilo, Ze konStantou
umernostiv predchddzajiucom vztahu je polovica zrychlenia a telesa a teda pre prejdent dréhu
plati vztah s = %atz. Co vyplyva aj z rovnice (7). Tento vysledok bol neskér aj jednym
z potvrdeni sprdvnosti nového matematického postupu, ktory sa vyvinul pri hladani vypoctu
okamzitej rychlosti pohybujuceho sa telesa a celkovej prejdenej drdhy, tzv. infinitezimdlneho
poctu, v ktorom sa definuju pojmy derivdcie a integrdlu. Prejdend drdha pri rovnomerne
zrychlenom priamociarom pohybe sa dd totiz vypocitat ako integrdl z okamzZitej rychlosti.
A dostaneme presne taky isty vysledok, ku ktorému dosiel Galilei experimentdlne. TakzZe
Galileiov experiment napomohol aj dbkazu, Ze infinitezimdlny pocet sprdvne matematicky

popisuje prirodné zdkony.

Zdsadnu ulohu pri vytvoreni infinitezimdlneho poctu zohrali anglicky ucenec Isaac Newton
(1643 — 1727) a nemecky ucenec Gottfried Leibniz (1646 — 1716), pricom ten prvy pdn
formuloval aj zdkladné pohybové zdkony tzv. klasickej mechaniky. Ale o tom tieZ podrobnejsie
aZ na predndskach. Teraz vds cakaju pokusy na naklonenej rovine, z ktorych ndjdené zdvery
neskér pomohli objavit Isaacovi Newtonovi prdve tie spominané pohybové zdkony.

,Pdn Galilei, vdaka vém*“ — citdt z bdsne Dalekohlad od Milana Lasicu.

A este jedna pozndmka na zdver. Vo fyzike, technike, ale aj v inych veddch a koniec koncov aj
v tychto ndvodoch k laboratornym cviceniam sa stretnete s mnozstvom matematickych
vztahov, ktoré vyjadruju &i uZ prirodné, technické alebo matematické zdkonitosti. Vedzte vsak,
Ze za kazdym vztahom sa skryva niekoho intelektudlna prdca, ktory premyslal, experimentoval
a snazil sa pochopit suvislosti v danej problematike. Nie je mozné pri kaZzdom vztahu si objasnit

historiu jeho objavu, ale kazdy vztah ju mad.
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Pomécky
Drevena doska so Zlabom alebo jej alternativa, stopky, ocelova guldéka, zarazka, dizkové

meradlo.

A. Overit, ¢i pohyb guldéky po prechode z naklonenej roviny
na vodorovnu rovinu je rovhomerny priamociary

l M 1

S2

Obr. 3. Schématické naznaCenie meracej aparatury

Postup merania

1.  Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 3).

2.  Gulocku uvolnfiujeme z pokoja na naklonenej rovine tak, aby jej trajektdria pocas
vsetkych merani mala konstantnu drahu s;. Pre r6zne drahy s, na vodorovnej rovine
meriame Casovy interval, za ktory gul6cka prejde po vodorovnej rovine stanovenu
drahu s,.

3.  Uskutocnime 10 merani, pricom kazdé meranie bude vykonané na drahe s odliSnou

dizkou s,.
Tabulka 1.
i s (m) S, (m) t(s) vp (m - s™H) oy, (M- )
1
2
n
v_p j—

Vyhodnotenie merania
1. Z nameranych hodn6t dradh s, a k nim prisluchajucich ¢asovych intervalov t pohybu

gul6cky po vodorovnej rovine vypocitame priemernu rychlost gulocky podla vztahu
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Pre jednotlivé hodnoty priemernych rychlosti v, stanovime neistoty podlfa vztahu

kde o, a 0; su Standardné neistoty urcenia drahy a Casu.
Zostrojime graf zavislosti priemernej rychlosti pohybu gulé¢ky od drahy v, = f(s,).

V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pricinach neistot.

rn v

B. Overit, ¢i pohyb gul6éky po naklonenej rovine je rovhomerne

zrychleny

Postup merania

1.  Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 3).
2. Pre nastaveny uhol ¢ medzi podloZkou a naklonenou rovinou zmeriame vysku h
a dizku L.
3.  Gulocku uvolfiujeme z pokoja na naklonenej rovine tak, aby gul6cka presla postupne
rézne drahy s;. Meriame ¢asovy interval t, za ktory gul6cka zvolenu drahu prejde.
4.  Meranie drahy s; a doby pohybu gul6cky t opakujeme 5-krat pre 5 réznych uhlov ¢
medzi podlozkou a naklonenou rovinou a namerané hodnoty zaznamendvame
do tabulky 2.
Tabulka 2.
@; = arctg(h/l) = ...
h=-m [ =-m
i si(m) | t(s) |a(m-s® |a(m-s? | v(m-s™h)
n
a=
Vyhodnotenie merania
1. Vypocitame hodnotu uhla ¢ medzi podlozkou a naklonenou rovinou,
prislichajicemu nameranym hodnotam vysky h a dizky [.
2. Z nameranych drah s; a k nim prislichajucich ¢asovych intervalov t pohybu gul6cky

uréime velkost zrychlenia gul6c¢ky podla vztahu

25,4
a=t—2.
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Z experimentalne ziskanych hodnét zrychlenia gulocky uréime priemernd hodnotu
zrychlenia a.
Pre dany uhol ¢ medzi podlozkou a naklonenou rovinou vypoclitame pouZzitim
vztahu (10) teoretickd hodnotu zrychlenia a.
Urcime velkost okamZitej rychlosti na konci naklonenej roviny podla vztahu

v = at.
Zostrojime graf zavislosti zrychlenia pohybu guléc¢ky od drahy a = f(s;).
Zostrojime graf zavislosti priemernej hodnoty experimentalne ureného zrychlenia
guldcky od uhla @ = f(¢). Do toho istého grafu vynesieme zdvislost teoretickej
hodnoty zrychlenia gul6cky od uhla a; = f(¢).
V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch. Porovndme teoreticky uréené

hodnoty zrychlenia gul6cky s experimentalne uréenymi hodnotami.
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URCENIE KOEFICIENTU STATICKEHO A DYNAMICKEHO
TRENIA

Ulohy
A. Urcenie koeficientu statického trenia
B. Urcenie koeficientu dynamického trenia
C. Overit zavislost trecej sily od obsahu dotykovej plochy

Teoreticky uvod

Za vodorovnu rovinu vo vseobecnosti méZzeme povaZzovat akukolvek plochu (podloZka,
podlaha...), ktord je rovnobezna so zemskym povrchom. Teleso poloZené na takejto podlozke
pbsobi na podlozku svojou tiazou G = mg, ktora sa prejavuje ako tlakova sila na podlozku
a je sposobena tiazovou silou F. Podla zakona akcie a reakcie na toto teleso posobi reakcia
podlozky, ktord nazyvame normalova sila F,. Normalovd sila (Obr.1) je vidy kolma
na dotykovu rovinu, v pripade telesa nachadzajuceho sa na vodorovnej ploche v pokoji musi
byt splnena podmienka

Predstavme si kvader, ktory leZi na podlahe. SnaZzime sa ho tlacit vodorovne konstantnou silou
F, ale kvader sa nepohne. Je to sp6sobené tym, Ze sila F, ktorou na kvader pbésobime, je
kompenzovand vodorovnou trecou silou F;, ktorou podlaha p6sobi opacnym smerom
v mieste spodnej podstavy kvadra (Obr. 1). Zaujimavostou je, Ze velkost a smer tejto trecej
sily je taky, aby sa rusil u¢inok akejkolvek sily, ktorou by sme na kvader pdsobili. Sily trenia
vznikaju medzi pevnymi telesami, ktoré sa navzajom dotykaju a su k sebe pritlacané urcitou
silou. Ak je teleso napriek pbésobeniu sily v pokoji, hovorime o statickom treni. Ani jedna

z kontaktnych sil (sila trenia a reakcia podlozky) nemo6zu samostatne zmenit pohybovy stav

telesa.
_)
Fn
_)
F
%
Ft
|

Obr. 1. Smer pOsobenia tiazovej sily F;, normalovej sily F, a smer trecej sily F pri posobeni
sily F
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Ak trecie sily vznikaju pri vzajomnom pohybe dvoch dotykajiucich sa telies, hovorime
o dynamickom treni. Dynamické trenie sa prejavuje silami poOsobiacimi proti smeru
vzajomného pohybu telies. M4 vidy opacény smer ako je smer okamtZitej rychlosti.
Pri dynamickom treni rozliSujeme Smykové trenie a valivé trenie. Ak su dotykajuce sa povrchy
suché, hovorime o suchom treni a ak je medzi nimi vrstva viskéznej latky (maziva), hovorime
o viskéznom treni. V pripade rovinnych dotykovych pléch sa pouZiva pri urceni trenia
Amontonsov-Coulombov zakon. Pri suchom treni, podla tohto zdkona, velkost trecej sily F;

nezavisi od obsahu dotykovej plochy, ale je priamo Umerna velkosti normalovej zlozky sily F,

F,= uF,. (2)

Konstanta u sa nazyva koeficient trenia aje to bezrozmerna fyzikdlna veli¢ina. KedZe
rozliSujeme dve sily trenia, staticki a dynamicku, potom hovorime o koeficientoch statického

trenia ug a dynamického trenia pq.

Silu statického trenia si moino ozrejmit pomocou nasledovného experimentu.
Po horizontalnej rovine zacneme na kvader poOsobit malou tahovou silou F, ktord je
rovnobeznd s horizontalnou rovinou. Kvader, aj napriek p6sobeniu male;j sily, svoju zaciato¢nu
polohu nezmeni. Pozorujeme, Ze poloha kvadra sa so vzrastajucou velkostou sily nemeni,
a kvader sa pohne, az ked' sila nadobudne ur¢itd kriticki hodnotu Fs. Hrani¢nd hodnotu
(Obr. 2), ktord musime prekonat, aby sme teleso uviedli do pohybu, nazyvame silou statického
trenia F; a vypocitame ju ako F, = ug E,. Koeficient ug zavisi od materiadlu, od povrchovej
Upravy jednotlivych dotykovych ploch telesa a podlozky (drsnosti, resp. hladkosti)
a na mnozstve inych vplyvov ako je napr. teplota. Koeficient g prakticky nezavisi od velkosti
plochy vzajomného dotyku telies.
F(N)
Fodhooe

S
Fy

trhnutie“

0 t(s)

Obr. 2. Meranie Smykovej trecej sily od zaciatku pdsobenia, kedy je kvader v pokoji,

cez zaciatok pohybu, az po priblizne rovnomerny pohyb

Ked' velkost posobiacej sily F prekroci hodnotu sily statického trenia F;, kvader sa ,trhne”,
strati svoj pokojovy kontakt s podlozkou a zac¢ne sa pohybovat so zrychlenim a, na ¢o v3ak uz
staci len sila o velkosti Fy. Ak sa teleso v dosledku posobenia tahovej sily F Smyka po drsnej
podlozke konstantnou rychlostou v, podla zakona akcie a reakcie pdsobi na teleso rovnako
velkd, opacne orientovana sila, nazyvana sila dynamického trenia F 4. Aj pre silu dynamického

trenia plati Amontonsov-Coulombov zakon, t. j. Fg = uqF,.
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Ak je teleso na naklonenej rovine, tak sa situacia so silami trochu komplikuje, lebo tiazZ telesa
G ma iny smer ako normalova sila F,, (Obr. 3). Tiaz telesa ma vzdy zvisly smer a normalova sila
je vzdy kolma na povrch roviny, ktorej sa telesa svojimi povrchmi dotykaju. Pri Smykani telesa
po naklonenej rovine je vyslednd sila spdsobujica pohyb telesa rovna vektorovym suctom

tiaZzovej sily F;, normalove;j sily (reakcie podlozky) F,, a sily trenia F;
F=F;+F,+F,. (3)

y Y

ﬁ
Fn

Obr. 3. Teleso na naklonenej rovine a sily pdsobiace na teleso pri Smykani smerom nadol

Pri pohybe po naklonenej rovine, zvierajucej s vodorovnou podlozkou uhol ¢ je vhodné
rozloZit posobiace sily na zloZzky rovnobezné s naklonenou rovinou (os x) a na zlozky kolmé

na naklonenu rovinu (os y)

F; = |R., E| = [Gsin(p), —Gcos(9) ], F,=[0F,], .
F.=[-F,0], F = [ma,0]. )

V smere rovnobeznom (os x) s naklonenou rovinou plati
ma = G sin(@) — F;. (5)
V smere kolmom (os y) na naklonenu rovinu plati
0=—Gcos(p)+FE, ateda E, = G cos(¢). (6)
Po dosadeni vyjadrenia normalovej sily z rovnice (6) do vztahu (2) pre silu trenia dostavame

Fy = ugFy = pqaG cos(o) (7)
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a pouzitim rovnice (5), dostaneme
ma = mg sin(p) — pugmg cos(¢). (8)

Z rovnice (8) matematickou Upravou dostaneme vztah pre koeficient dynamického trenia

_gsin(p) — a

Ha = g cos(e) ®)

kde uq je koeficient dynamického trenia a a je zrychlenie telesa. KedZe predpokladame, Ze sila
trenia nie je funkciou rychlosti, tak Smykavy pohyb je rovnhomerne zrychleny s konstantnym
zrychlenim (vysledna sila F = ma v rovnici (8) je konstantna). Ak zmeriame ¢asovy interval t

od zaciatku pohybu, za ktory teleso prejde drahu s, tak potom zrychlenie vypocitame zo vztahu

2s
“=z

(10)

V pripade, Ze chceme urcit koeficient statického trenia, koniec dosky, na ktorom je polozené
teleso, budeme postupne dvihat nahor, v désledku ¢oho zvaésujeme uhol ¢ naklonenej
roviny. V hrani¢nom pripade, kedy ¢ = ¢y, je este zrychlenie kvadra nulové (a = 0 m - s72),
potom z rovnice (8) pre koeficient statického trenia plati vztah

_ sin(ei)

= cos(on) tg(@k). (11)

S

Pomécky

Naklonend rovina sregulovatelnym uhlom sklonu, univerzdlne teleso pre pokusy
so Smykovym trenim s trecimi plochami telesa z réznych materidlov (drevo, guma, koZa
a brusny papier), teleso pre pokusy so Smykovym trenim s moznostou rozloZenia telesa
za Ucelom zdvojnasobenia trecej plochy, dizkové meradlo, stopky, zarazka.

Pozn.: Na domdci experiment nadm ako naklonend rovina postaci zostrojend z podopretej dosky
s dostatocnou Sirkou, aby po nej dokdzalo kizat teleso celou vysetrovanou plochou, ako
podlozka mézZe posluzit pomerne tazky a geometricky symetricky predmet a teleso s povrchom

vhodnym na kizanie.

A. Urcenie koeficientu statického trenia

Postup merania
1. Na koniec dosky poloZime teleso. Vzdialenost prednej steny telesa od zadiatku
naklonenej roviny oznacime s.
2.  Dosku postupne dvihame na jednom konci do urcitej vysky naklonenej roviny h,

pri ktorej je teleso v danom okamihu uvedené do pohybu, t. j. zaéne sa Smykat
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(Obr. 4). Odmeriame wvysku h avzdialenost [ a hodnoty [, h zaznamename

do tabulky 1. Meranie zopakujeme 10-krat.

Obr. 4. Parametre pri merani na naklonenej rovine

3. Opakujeme meranie podla pokynov uvedenych v bode 1 a 2 postupu merania
pre rdzne materidly trecich ploch telesa. Hodnoty jednotlivych parametrov

zaznamendvame do tabulky 1.

Tabulka 1.

. o 2 — 2
P k) | L) | e () bs | 82= (g - n,)

1

2

n

g = - zAl?:...
Vyhodnotenie merania

1. Vypolitame koeficienty statického trenia us, pre jednotlivé hodnoty vySky h

a vzdialenosti [ podla vztahu
Hs; = E

2. Urc¢ime priemernu hodnotu (aritmeticky priemer) koeficientu statického trenia fi,
strednu kvadraticku odchylku jedného merania g, a strednu kvadraticku odchylku
aritmetického priemeru og.. Ak je niektora z 10 hodnét pg, mimo interval
(us — 30, us + 30), vyluc¢ime ju spomedzi meranych hodnét a priemernd hodnotu
a neistoty merania znovu prepocitame.
Vysledok merania uvadzame v tvare us = (s + oy, ).

4.  Vypocitame kriticky uhol zo vztahu ¢y = arctg(us ).
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B. Urcenie koeficientu dynamického trenia

Postup merania

1.

3.

Meranie parametrov pre urcenie koeficientu dynamického trenia uskutocnime
s telesom s materialmi trecich ploch vySetrovanych v tlohe po A.

Na naklonend rovinu, ktord zviera s podlozkou uhol ¢ > @) (kriticky uhol ¢y
pozname z Ulohy A. Uréenie koeficientu statického trenia) umiestnime teleso tak, aby
jeho predna stena bola vo vzdialenosti s od zaciatku naklonenej roviny (Obr. 4). Toto
teleso pridrzime v zaCiatocnej polohe a sucasne so spustenim stopiek ho uvolnime.
Meriame ¢asovy interval t, za ktory sa teleso presunie z jedného konca naklonene;j
roviny na druhy koniec (prejde vzdialenost s). Uhol ¢ ur¢ime na zaklade odmeranych
vzdialenosti h a [ vypoctom zo vztahu ¢ = arctg G) .

Meranie opakujeme 10-krat pre 2 rozne uhly ¢ vacsie ako kriticky uhol ¢y, t. j.
vykondme 2-krat po 10 merani. Namerané hodnoty s, t, h a [ zapisujeme
do tabulky 2.

Tabulka 2.
@, = arctg(h/l) = -
. -2 2 - 2
i t; (s) s (m) a; (m-s~?) Hq; AF = (.Ud — “di)
1
2
n
Ha = ZALZ =
@, = arctg(h/l) = -
h=:-m l =--m
. 5 5 ~ 2
P a® | s James™ | | A= (aa—n,)
1
2
n
Ha = ZALZ =

Vyhodnotenie merania

1.

Z nameranych hodno6t doby Smykania t a drahy s, po ktorej sa teleso pohybovalo,
urcime zrychlenie a zo vztahu (10) a koeficient dynamického trenia pq zo vztahu (9).
Urcime priemernud hodnotu g a prislichajuce neistoty merania g, a gy,

Ak je niektora z hodnot g, mimo interval (g — 30, ug + 30), vyli€ime ju spomedzi

meranych hodnot a priemernu hodnotu a neistoty merania znovu prepocitame.
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Vysledok merania uvadzame v tvare pq, = (flq; T 05, )-
l

Vypocitame vazeny priemer koeficientu dynamického trenia a jeho neistotu z dvoch
priemernych hodndt pg ziskanych pre dva uhly ¢.

Vyslednid  hodnotu koeficientu dynamického trenia uvadzame v tvare

ta = (fg £ ogy)-

C. Overit zavislost trecej sily od obsahu dotykovej plochy

Postup merania

1.
2.

Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 4).

Na jeden koniec dosky poloZime teleso s obsahom trecej plochy S;. Vzdialenost
prednej steny telesa od zaciatku dosky (vytvorenej naklonenej roviny) ozna¢ime s.
Koniec dosky, na ktorom je poloZené teleso, postupne dvihame do urcitej vysky h,
pri ktorej je teleso v danom okamihu uvedené do pohybu, t. j. zaéne sa Smykat
(Obr. 4). Odmeriame vysku h avzdialenost [ a hodnoty [, h zaznamendme
do tabulky 3. Meranie zopakujeme 10-krat.

Na koniec dosky poloZzime teleso rovnakej hmotnosti s trecou plochou vytvorenou
z rovnakého materidlu ako v bode 2 postupu merania no s velkostou dotykovej
plochy S,. Opakujeme meranie podla pokynov uvedenych v bode 2 a 3 postupu

merania a hodnoty jednotlivych parametrov zaznamendvame do tabulky 3.

Tabulka 3.
S1=ayb;
a, =--m b; = m
(9] 2 2
i | k@ | L) 9: () b 87= (s - u,)
1
2
n
Hs = ZALZ =
Sy = az by
a, =--m b, =+-m
(9 2 2
i | he(m) | L (m) ¢: () Hs, 8= (it —n,)
1
2
n
Us = ZAlZ =
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Vyhodnotenie merania

1.

Vypocitame koeficienty statického trenia us, pre jednotlivé hodnoty vysky h;

a vzdialenosti [; podla vztahu

Koeficient statického trenia vypocitame pre teleso s obsahom dotykovej plochy S; aj
teleso s obsahom dotykovej plochy S,.

Ur¢ime priemernu hodnotu koeficientu statického trenia jis, strednu kvadraticku
odchylku jedného merania g,  a strednu kvadratickd odchylku aritmetického
priemeru oy .

Vysledok merania uvddzame pre obidve merania v tvare us = (fis & oy_).
Vypocitame kriticky uhol zo vztahu ¢ = arctg(us).

Porovname hodnoty koeficientov statického trenia.

Pozn.: Podla Amontonsovho-Coulombovho zdkona, velkost trecej sily F; nezavisi
od obsahu dotykovej plochy, ale je priamo Umerna velkosti normalovej zlozky sily F,,
vztah (2). Tento vyrok mozno jednoducho overit, ak poloZime do rovnosti dve trecie
sily, ktoré vznikaju pri vzajomnom pdsobeni telesa s réznou dotykovou plochou Sj,
S, spodlozkou, t. j. akplati Fy, = F,. Po dosadeni za F; zo vztahu (2) plati
us, Fy = ps,F,, pricom velkost normdlovej zlozky sily sa pri identickom telese
a konstantnom uhle nemeni. Z toho vyplyva, Ze velkost koeficientu statického trenia
je rovnaka pre rézne velkosti dotykovych ploch, t. j. pus, = us, .
V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch, moznych pri¢inach chyb a platnosti

Amontonsovho-Coulombovho zdkona.
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URCENIE KOEFICIENTU DYNAMICKEJ VISKOZITY
TELIESKOVYMI VISKOZIMETRAMI

Ulohy
A. Meranie ¢asu padu telesa v kvapaline v simulovanom experimente
B. Urcenie koeficientu dynamickej viskozity Stokesovym viskozimetrom

Teoreticky uvod

Redlne kvapaliny sa vidy vyznacuju vnutornym trenim. Vnutorné trenie, alebo viskozita, je
fyzikalna velic¢ina, ktora zavisi predovsetkym od velkosti pritazlivych sil, ktoré posobia medzi
jednotlivymi molekulami kvapaliny. Ak su pritazlivé sily vacsie, kvapalina ma vacsiu viskozitu.
Vadsia viskozita kvapaliny sa prejavuje vacsim ,brzdenim“ pohybu kvapaliny a preto je
kvapalina menej tekuta. Velkost viskozity kvapaliny zavisi aj od teploty a tlaku. So zvySujucou
sa teplotou viskozita kvapalin klesa. Vplyv tlaku na zmenu viskozity je zanedbatelny, pokial
neuvazujeme vyssSie hodnoty tlaku.

Ak pradi kvapalina potrubim, je moZné pozorovat, Ze vrstva kvapaliny tesne priliehajlca
k stene potrubia prilieha k jeho povrchu a je v pokoji. Rychlost prudenia kvapaliny sa zvysuje
s rasticou vzdialenostou od steny potrubia a najvyssiu rychlost dosahuje v strede potrubia.
Toto spravanie sa kvapalin vysvetlujeme poOsobenim vnutorného trenia. Predstavme si

kvapalinu prudiacu v potrubi v smere osi x (Obr. 1).

dv

v+ dv

\ 4

Y

Obr. 1. Pradenie redlnej kvapaliny

Rozdelme si kvapalinu na jednotlivé vrstvy, ktoré v zavislosti od vzdialenosti od steny potrubia

(od suradnice y) sa pohybuju réznymi rychlostami v. Zmenu rychlosti, ktord mézeme
A . . dv . .

pozorovat pri postupe od vrstvy k vrstve, charakterizujeme podielom E' kde dv je rozdiel

rychlosti medzi dvoma susediacimi vrstvami kvapaliny vzdialenymi o dy v smere kolmom

na prud kvapaliny, t. j. vsmere osi y. V dbsledku toho, Ze sa jednotlivé vrstvy kvapaliny
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pohybuju réznou rychlostou, vznika medzi nimi tangencidlne napétie 7. Jeho smer leZi v smere

rychlosti, t. j. v smere osi x a jeho velkost je dana vztahom

dv
T=U@' (1)

kde 77 je koeficient dynamickej viskozity, jedna z materidlovych konstant, ktorého jednotka je
Pa-s (Pa-s=kg-m™-s71). Sndrastom koeficientu dynamickej viskozity klesa tekutost
kvapaliny.

Na vyjadrenie viskdznych vlastnosti kvapalin sa okrem koeficientu dynamickej viskozity 7

zavadza aj koeficient kinematickej viskozity v definovany vztahom

v=1 2
o @)

kde p je hustota vy3etrovanej kvapaliny. Jednotkou v je 1 m? - s71.

Vplyv vnutorného trenia (viskozity) kvapaliny sa neprejavuje iba pri jej teceni. Ak sa teleso
pohybuje v kvapaline, kvapalina kladie telesu odpor, ktory je pri pomalom prudeni priamo
umerny rychlosti. Tato skuto¢nost vyuzivame pri ur¢ovani koeficientu dynamickej viskozity n
v tzv. telieskovych viskozimetroch. SU to zariadenia, v ktorych sa koeficient dynamickej
viskozity ur€uje z rychlosti volného padu telesa vo vySetrovanej kvapaline.

Budeme vysetrovat volny pad gul6cky v kvapaline s danou viskozitou. Na zaciatku pohybu
bude rychlost nulova a Gcinkom tiazove;j sily zacne gul6¢ka padat, rychlost sa bude zvySovat.
So zvysujucou rychlostou sa zvacsuje aj odpor, ktory kladie tekutina padajucej gulocke. KedZe

odporova sila zavisi od rychlosti, bude pohyb gul6¢ky nerovnomerne zrychleny.

P

-
e ———

Obr. 2. Model Stokesovho viskozimetra

Na guldcku pohybujucu sa v kvapaline pdsobi tiazova sila F, vztlakova sila F,,, a odporova
sila F, (Obr. 2) a gul6¢ka kond rovnomerny priamodiary pohyb s rychlostou v,,, ak sa

vektorovy sucet sil posobiacich na gul6¢ku rovna nule, t. j.
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F;+F,,+F,=0, (3)

FG_(FVZ+F0)=0' (4)

Pre teleso tvaru pravidelnej gule s hmotnostou m, polomeru r a materidlu s hustotou p;

velkost tiazovej sily mé6Zzeme vyjadrit nasledovne

43
Fg =mg =31 pyg. (5)
Velkost vztlakovej sily, ktord posobi na gul6cku vo vySetrovanej kvapaline hustoty py,

vyjadrime ako

4 3
FVZ = thkg =S mr-pryg. (6)

3
Pre teleso tvaru gule s polomerom r v neohrani¢enom prostredi v pripade lamindrneho
obtekania, t. j. pre nie prilis velké rychlosti v, méZeme odporovu silu vyjadrit tzv. Stokesovym
vztahom

E, = 6mnrv. (7)

Tiazova sila a vztlakova sila su konStantné sily, ktoré nezdvisia od velkosti rychlosti gul6cky v.
Velkost odporove;j sily F, narastd s narastajicou hodnotou rychlosti v.
Pre ustalenu rychlost v,,, dosadenim vyjadreni velkosti jednotlivych sil (vztahy (5), (6) a (7))

do vztahu (4) dostaneme rovnicu

4 4

§1Tr3ptg — (§Rr3pkg + 67mrvm> = 0. (8)

Upravou rovnice dostaneme vztah pre rychlost rovhomerného pohybu v tvare

b = 2l PTG ()
m 9 r] .

Ak zmeriame casovy interval t, za ktory gul6¢ka pohybujica sa rovhomernou rychlostou
prejde drahu L (Obr. 2.), mézeme urcit jej rychlost v, :% a po dosadeni do vztahu (9)

mozeme vyjadrit koeficient dynamickej viskozity 77 v tvare

_2(pe—pIrigt _ 1 (pc—p)d’gt

= (10)
9 L 18 L
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Ako rychlo gul6cka dosiahne rychlost v, to zavisi od rozdielu hustoty kvapaliny a materialu
gul'dcky. Ukazuje sa, Ze pri malom rozdiele hust6t gul6cka dosiahne rychlost vy, za niekolko
sekund. Presnost merania 7 zavisi nielen od rovnomernosti teploty vySetrovanej kvapaliny,
ale aj od toho ¢i rychlost v, uréujeme na drahe, na ktorej gul6cka uz vykonava rovnomerny
pohyb, alebo nie. Koeficient dynamickej viskozity je silne zavisly od teploty kvapaliny.

Uvedeny vztah (10) na uréenie koeficientu dynamickej viskozity plati iba v pripade, Ze gul6cka
padd v neohrani¢enom prostredi. Pri volnom pade guldeky s priemerom d pozdi? osi trubice
s vnutornym priemerom D je potrebné vypocitanu hodnotu koeficientu dynamickej viskozity

korigovat na pohyb v ohrani¢enom prostredi korekénym faktorom Ky uréenym vztahom

1
Ke=———.
1+ 2,4% 1)

Pomécky

Stokesov viskozimeter (skleneny valec so znackami naplneny viskéznou kvapalinou), telesa
pravidelného gulovitého tvaru (sklenené, ocelové, olovené gulocky), mikrometrické meradlo,

posuvné meradlo, dizkové meradlo, teplomer, stopky.

A. Meranie casu padu telesa v kvapaline v simulovanom experimente

Simulaény program "mViskozita” slUZi na simulované meranie ¢asu padu telesa vo viskdznej
kvapaline potrebného na uréenie jej koeficientu dynamickej viskozity. DolezZité ¢asti programu
su ocislované (Obr. 3).

3 4

Napiste Vase osobné cislo. g AR] [[RESE L

222222 osobneé cislo

b 6
Start Stop
Hodnoty pre 222222:

pl = 2361. kg/m"3
p2 = 1086. kg/m"3

D =0.062 m 1 20.5cm

No. rfmm] t[s]

1. 38 333 9 4 )

2. 620 146 13 R —

3. 148 2063 5 ”

4, 514 210 |

5. 440 256 z &

6. 304 533 E,

7. 886 103 s

8. 261 723 8

9. 820 096 - 443cm .

10. 594 166

2 0.1 ¥

Pozn.: - o8 tass]

F5 - znovunaditanie str A . ;
CTRL++, CTRL--a CTRLO - - Graf znézortiuje priebeh
"zoom" stranky. len pre prvii sekundu.

Obr. 3. Snimka obrazovky so spustenym programom “mViskozita”
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Postup merania

1.

Vyplnite osobné d&islo (pod ktorym ste vedeny na http://vzdelavanie.uniza.sk)

a potvrdite kliknutim na tlacidlo (1).

Vygenerované hodnoty potrebnych parametrov pre dané osobné Cislo sa zobrazia
nizsie.

Obdfzniky (2) reprezentuju prstence (zarazky) a su nastavitelné.

Vpravo hore sa nachadzaju tlacidla “START“ (3), ”RESET* (4), ”Start“ (5) a “Stop“ (6).
Kliknutim na ”"START“ sa spusti simuldcia, gul6&ka zaéne padat.

Meranie ¢asu sa vykondva tlacidlami ”Start” a ”Stop“. Tlacidlo “Start” spusta stopky,
tlacidlo "Stop” zaznamendva casovy interval, ktory uplynul od zaciatku merania
(od stlacenia tlacidla ”Start“ ) az po okamih stlacenia tohto tlacidla.

V pravom dolnom rohu sa zndzornuje casovy priebeh rychlosti pre prva sekundu
merania (7).

Tlacidlo "RESET“ sliZi na vymazanie nameranych hodnot.

Namerané hodnoty sa zobrazuju v tabulke (9).

Ku referatu je potrebné priloZit celi snimku obrazovky (Obr. 3) obsahujicu osobné
Cislo, vygenerované hodnoty a namerané vysledky. Poznamka: tlacidlo "F5“ sluzi
na opdtovné nacitanie stranky. ZvacSovanie, zmensovanie a navrat na povodnu
velkost stranky sa vykonava stlacenim CTRL++, CTRL-- a CTRLO (8).

B. Urcenie koeficientu dynamickej viskozity Stokesovym viskozimetrom

V laboratérnych podmienkach Stokesov viskozimeter tvori dlha trubica priemeru radovo

niekolko centimetrov naplnena meranou kvapalinou. MézZe to byt napriklad odmerny valec.

Pri tejto metdéde nechame gulé¢ku z materidlu o znamej hustote p; volne padat

vo vysetrovanej kvapaline hustoty py. Gulocku pustame do kvapaliny tak, Ze ju uchopime

pinzetou, ponorime tesne pod hladinu kvapaliny a pustime tak, aby sme jej neudelili rotaciu.

Meriame dobu t, za ktoru prejde gul6c¢ka drahu L medzi dvoma prstencami P; a P,.

Pri uréovani koeficientu dynamickej viskozity 7 pouZitou metédou musime poznat drahu L,

po ktorej sa gulocka uz pohybuje konstantnou rychlostou vy,.

Postup merania

1.

Nasledujucim postupom uré¢ime vzdialenost L, na ktorej sa guldécka uz pohybuje

rovhomernym pohybom.

a) Nastavime horny prstenec P; priblizne do polovice vysky trubice a prstenec P,
umiestnime ku spodnej Casti trubice.

b) Gulocku z materidlu o znamej hustote p; nechame volne padat v meranej

kvapaline hustoty py, a meriame ¢asovy interval t, za ktory prejde gul6¢ka drahu L

51


http://vzdelavanie.uniza.sk/

medzi dvoma prstencami P; a P,. Vypocitame z nameranych udajov drahy
a Casového intervalu rychlost padu guldcky.

c) Potom premiestnime prstenec P; asi do 2/3 vysky valca a opat urcime rychlost
padu gulocky ako v kroku b. Ak sa hodnota ur¢enej rychlosti od predchadzajucej
vyrazne nelidi (t. j. v intervale presnosti merania), na uvedenej dizke L vykoname
merania podla postupu od bodu 3.

Ak rychlost gul6¢ky uréena v bode 1.c postupu merania bude mensia ako hodnota

rychlosti urcena v bode 1.b, opakujeme postup ur€enia rychlosti pre dve nizsie

polohy prstenca P;. Akani po tomto merani nedosiahneme rovnaké hodnoty
rychlosti, zvolime si na meranie gul6cku s mensim priemerom a opakujeme postup

uréenia vzdialenosti L.

Z tabuliek v prilohe zistime hustotu vySetrovanej kvapaliny py a hustotu materialu

pouzitych gul6cok py.

Hustotu gul6éok moéZzeme wurcit aj jednou zmetdéd na uréenie hustoty.

Pre homogénnu vzorku hmotnosti m a objemu V' je hustota definovana vztahom

p==.

a) Hmotnost m urc¢ime vazenim, tak Ze odvazime napr. naraz aspon 20 gul6¢ok toho
istého priemeru a uréime najpravdepodobnejsSiu hodnotu hmotnosti gul6cky m.
Uréime Standardnu neistotu merania hmotnosti a,,, pricom jej hodnota priblizne
zodpovedd Zzpa¢/V3, kde Zgn.x je hodnota najmensdieho dielika pouZitého
meracieho zariadenia.

b) Mikrometrickym meradlom meriame priemer d 20 gul6cok pouzitych na ucenie
hmotnosti auréime aritmeticky priemer d, strednd kvadratickd odchylku
aritmetického priemeru 0.

c) Objem uréime pomocou nameranych geometrickych rozmerov pomocou vztahu

V =-mi3 =>-nd>.
3 6 ~

m

d) Vypocitame najpravdepodobnejsiu hodnotu hustoty gulé¢ky p = ——a pomocou

—mrd3
61'[d
metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny ndjdeme neistotu

05 pomocou neist6t priamo meranych veli¢in m, d podla vztahu
9p\> ap\>
2 2
05 = — o5 + <——> o5 .
P <6m) m o \gd/ 4

e) Vysledok zapiSeme v tvare p = (p £ 05) a zhodnotime presnost merania hustoty

gul6cky.
Posuvnym meradlom odmeriame vnutorny priemer valca D;.
Odmeriame teplotu kvapaliny bezprostredne pred meranim (t;) a po merani (t,).
Mikrometrickym meradlom meriame priemer gul6cky d; a stopkami ¢asovy interval

t;, za ktory gul6cka prejde drahu L medzi dvoma prstencami P; a P,.
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8. Namerané udaje priemeru valca D;, vzdialenosti L, hustoty kvapaliny py a materialu

gul6cok p;, priemeru gul6cok d; a ¢asovych intervalov padu gul6cok t; zapisujeme

do tabulky 1.
Tabulka 1.
L (m) t1(°C) t2(°C) pr(kg - m~3)
m
m == (ke) pr(kg-m~3)
i d; (m) | t;(s) | vp(m-s~1) | D; (m) K, Nk, (Pa-s) oy, (Pa-s)
1
2
n
i- b= fo=

9. Urc¢ime Standardné neistoty merania vzdialenosti prstencov o;, priemeru gul6¢ok
04, vnutorného priemeru valca op, priom ich hodnota priblizne zodpoveda

Zmax/ V'3, kde Z,,.x je hodnota najmensieho dielika pouZitého meracieho zariadenia.

Vyhodnotenie merania
1. Vypocitame korekény faktor K, podfa vztahu (11).
2. Vypotitame koeficient dynamickej viskozity 7y, korigovany na pohyb gulcky

v kone¢nom prostredi podla vztahu

_ 1 (pe— p)di* gt
nki - r]iKFi - 1_8 d .
L1 +245)
l

Ur¢ime aritmeticky priemer koeficientu dynamickej viskozity 77, a neurcitost Oy
4. Vpripade, Ze na urcenie koeficientu dynamickej viskozity pouzijeme gul6cky
priblizne rovnakého priemeru, stanovime neistotu, t. j. uréime chybu nepriameho

merania k aritmetickému priemeru podla vztahu

me = () 0 (2 o2+ (22 o+ (22) o

Pre jednotlivé parcialne derivacie platia vztahy

oy _ (pe—pr)d®g om _ _ (pe—pr)d’gt
- d. - 2 a\ ’
ot 18L(1+24%) oL 18L (1+2,45)
ony _ 24(pe—pr)digt ony _ (pe—prldgt  24(pr—pr)d?gt
= a y —_ d 2
0D 18D2L(1+2,47)? 0d  9L(1+243) 18DL(1+2,4%)

kde za t, D, d dosadime aritmetické priemery velicin.
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10.

Ak pouzijeme guldcky réznych priemerov stanovime neistotu dynamickej viskozity
pre jednotlivé hodnoty.

Vysledok uréenia koeficientu dynamickej viskozity uvadzame v tvare
e = (M £ oy)-

Vypocitame koeficient kinematickej viskozity v podla vztahu (2).

Z priloZzeného grafu zdvislosti koeficientu dynamickej viskozity od teploty (Obr. 4)
uréime teoreticku hodnotu 7, pre vySetrovanu kvapalinu pre zodpovedajucu teplotu
merania.

Aritmeticky priemer koeficientu dynamickej viskozity 1 porovname s teoretickym
predpokladom 7;.

V pripade merania v laboratérnych podmienkach uréime zgrafu zavislosti
koeficientu dynamickej viskozity od obsahu vody v glycerine, kolko percent vody
obsahuje vySetrovana kvapalina (Obr. 5).
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Obr. 4. Zavislost koeficientu dynamickej viskozity glycerinu od teploty
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Obr. 5. Zavislost koeficientu dynamickej viskozity od obsahu vody v glycerine
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MATEMATICKE KYVADLO

Ulohy
A. Meranie tiaZzového zrychlenia matematickym kyvadlom
B. Urcenie hmotnosti Zeme pomocou matematického kyvadia

Teoreticky uvod

Kyvadlo zohralo v histérii merania ¢asu vyznamnu ulohu, pretoie periddu jeho kmitov
mobzZeme nastavit jednoducho a s vysokou presnostou zmenou jediného parametra, ktorym je
dizka kyvadla. Matematické kyvadlo pozostava z telesa so zanedbatelnou hmotnostou m
zaveseného na nedeformujicom sa vldkne s dizkou zavesu [, pricom rozmery telesa su
zanedbatelné v porovnani s dizkou zavesu [ (Obr. 1). Matematické kyvadlo moZeme realizovat
zavesenim zdavaZzia na tenku pevnu nit, ktorej hmotnost je zanedbatelnd voci hmotnosti

zavaiia.

Obr. 1. Matematické kyvadlo v rovnovaznej polohe, pri vychyleni o uhol ¢ a v krajnych
polohach

Ak je matematické kyvadlo v rovnovainej polohe, tak vonkajsie sily, t. j. tiazova sila F
a reakcia zavesu Fpg, su v rovnovahe za predpokladu, Ze os ota¢ania zavesu je kolma na rovinu
obrazku (Obr. 1). Po vychyleni telesa z rovnovaznej polohy, a jeho naslednom pusteni, sa bude
teleso pohybovat u¢inkom pohybovej zloZky tiazovej sily E, =mg sin(gp), kdemg = F; a g je
tiazové zrychlenie, m je hmotnost zavazia. Po vychyleni sa kyvadlo snaZi dostat naspat
do rovnovaznej polohy, preto sila Fj, vidy smeruje do rovnovaznej polohy, ¢o vo vztahu

vyjadruje znamienko minus. Ak vychylime kyvadlo z rovnovéazinej polohy (Obr. 1), velkost
momentussily je dand vztahom M = —Fl = —mglsin(¢).
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Kyvadlo vykonava otacavy pohyb okolo pevnej osi, pre ktory mbézeme napisat pohybovu

rovnicu v tvare

M =g, (1)

kde M je vektor momentu sily, € vektor uhlového zrychlenia a I je moment zotrvacnosti.

] . , , L . . , d? .
Velkost uhlového zrychlenia je definovana vztahom ezd—t(;7 a I =ml? je moment

zotrvacnosti matematického kyvadla vzhladom na jeho os. Dosadenim do pohybovej rovnice
v skaldrnom tvare, M = I¢, dostaneme pre matematické kyvadlo

d?¢
—mglsin(g) = ml? —-. 2
glsin(p) e (2)
Po matematickej Uprave pohybova rovnica popisuje casovy priebeh vychylky kyvadla

v homogénnom gravitatnom poli a ma tvar

£e + %sin(go) =0. (3)

Rovnica (3) je transcendentnd linedrna diferencidlna rovnica druhého radu s konstantnymi
koeficientami a nulovou pravou stranou, v ktorej je neznama funkcia ¢(t), ktora popisuje
Casovy priebeh vychylky kyvadla. Pre¢o je rovnica transcendentalna? Preto, lebo nasa
neznama ¢@(t) sa nachdadza aj vo funkcii sinus. PreCo je rovnica linedarna? Lebo sa v nej
pri nezndmych vyskytuje len prvd mocnina. Preco je rovnica diferencidlna? To je zrejmé. Lebo
sa v nej nachadza derivacia. A preco je rovnica druhého radu? Lebo najvyssia derivacia, ktora
sa v nej vyskytuje je druha. A preco je s konstantnymi koeficientami? Lebo vo vyrazoch, ktoré
obsahuju ¢ su okrem neho uZ len konstanty g a l. Problémom takejto rovnice je v3ak to, ze
nema analytické rieSenie. V. matematike to znamena, Ze rieSenie tejto rovnice sa neda napisat
pomocou znamych vztahov. Rovnica vsak rieSenie ma, ale to sa da najst len s pouZitim
numerickych metdd. Takéto rieSenie je vSak na pracu so znamymi vzorcami nevhodné.

V pripade, Ze kyvadlo vykonava kmity s malymi vychylkami, méZzeme urobit priblizenie
sin @ = @, pretoze sinus malého uhla v radianoch sa priblizne rovna uhlu samotnému. Napr.
uhlu 6° odpoveda uhol 0,104 72 rad a sin 0,104 72 = 0,104 53. Experimentalne sa mozeme
obmedzit na vychylky kyvadla do 10° a za takychto podmienok rovnica (3) nadobudne tvar

pohybovej rovnice pre netlmeny kmitavy pohyb

—+79=0 (@)

Rovnica (4) uZ nie je transcendentnd a ma analytické rieSenie. RieSenim tejto rovnice
pre zaCiatotny uhol vychylenia @, a nulovi zacdiato¢ni rychlost je funkcia

@(t) = @ycos(wt), kde @ je uhlova rychlost kyvadla. Ak si dané rieSenie dosadime
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do rovnice (4) zistime, Ze uhlova rychlost kyvadla neméze byt lubovolna, ale sa musi rovnat

w = \/% . Takto vyjadrend w sa nazyva vlastna uhlova rychlost kyvadla. Ak pouZijeme vztah

2T

medzi uhlovou rychlostou a periédou w = - mozeme periodu kyvadla, ktoré sa sprava ako

harmonicky oscilator vyjadrit v tvare

T=2m|—. 5
15 (5)

Pozn.: S rovnakym typom rovnice, ako je rovnica (3) a s rovnakym postupom jej riesenia sa
mézZeme stretnut aj pri inych druhoch kyvadiel ako napr. fyzikdinom kyvadle v laboratdrnej
ulohe Urcenie momentu zotrvacnosti fyzikdlneho kyvadla,... Jedinym rozdielom je, Ze v rovnici
sa vyskytuju odlisné fyzikdlne veliciny, kedZe sa riesi iny fyzikdlny problém. Po matematickej
strdnke vsak ide o to isté.

Peridda T je dizka ¢asového intervalu, za ktory kmitajuce kyvadlo vykona jeden kmit (napr.
pohyb z jednej krajnej polohy do druhej a naspat). Ako je vidiet zo vztahu (5), peridda
matematického kyvadla zavisi len od jeho dizky zavesu [ a od tiazového zrychlenia g. Zo vztahu
pre periédu matematického kyvadla vypocitame hodnotu tiazového zrychlenia

4m?l

(6)

Velkost tiazového zrychlenia zavisi od geografickej polohy. Pri hladine mora v oblasti rovnika

2 2

je jeho hodnota priblizne 9,78 m - s™*, okolo zemepisnych pélov 9,83 m - s™~, v ostatnych

oblastiach medzi tymito krajnymi polohami nadobuda hodnotu z uvedeného intervalu, pricom
s rasticou nadmorskou vy$kou hodnota tiazového zrychlenia klesé o hodnotu 3 - 107 m - s 2
na jeden meter vysky (za predpokladu, Ze nadmorska vyska telesa je v porovnani s priemerom
Zeme zanedbatelnd). Zavedend hodnota normalneho gravitatného zrychlenia je
g = 9,81 m-s™2. Vo vybranej oblasti tiaového pola su rozdiely v hodnotach tiaZovej sily
také malé, Ze velkost aj smer tiaZového zrychlenia g sa povazuju za konstantné.

Okolo kazdého telesa existuje gravitacné pole. Silové pdsobenie medzi telesami
prostrednictvom gravitacného pola je vzajomné. Silové p6sobenie nezavisi od latkového
prostredia medzi telesami, ale zavisi iba od hmotnosti telies a vzdialenosti medzi nimi. Kazdé
dve telesd sa navzajom pritahuji rovnako velkymi gravitatnymi silami opacného smeru
F4, = —Fgy,. Velkost gravitatnej sily F; je priamo dmernd sicinu hmotnosti my, m,
hmotnych bodov a nepriamo Umerna druhej mocnine ich vzdialenosti r

my m,

Fy =« - (7)

r2

59



Univerzalna gravitatnd kondtanta ma hodnotu k = 6,6720-10 "IN -m? - kg=2. Povrch
Zeme tvori s ohladom na rotaciu Zeme neinercidlnu vztazna sustavu, ktord rotuje uhlovou
rychlostou. V tejto sustave pbsobi na v3etky telesd leZiace pri povrchu Zeme gravitacnd sila F
smerujuca do gravitatného stredu a zotrva¢nd odstrediva sila F, smerujuca kolmo od osi
rotdcie Zeme (Obr. 2). Vyslednica uréend vektorovym sictom gravitalnej sily F; a odstredivej
sily F, sa nazyva tiaZova sila F; aplati F; = F; + F,. Priestor okolo Zeme, v ktorom sa
prejavuju ucinky tiaZovej sily, sa nazyva tiazové pole. Podla druhého Newtonovho
pohybového zdkona je tiaZova sila definovand vztahom F; = mg. Tiazové zrychlenie g je
zrychlenie telesa, ktoré vo vakuu volne pada na Zem. Smer tiaZove;j sily a tiaZového zrychlenia

je definovany ako smer zvisly.

-
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Obr. 2. Tiazova sila ako vyslednica gravitacnej a zotrvacnej sily

mM
. -2, kde
Z

Predpokladame, Zze na matematické kyvadlo p6sobi Zem gravitacnou silou F; = k

Ry je polomer Zeme. V tiaZovom poli Zeme sa velkost gravitacnej sily priblizne rovna velkosti
tiaZzovejsily F; = mg, ktorou Zem k sebe pritahuje kyvadlo. Velkost odstredivej sily F, sa meni
o) zemepisnou Sirkou miesta na povrchu Zeme podla vztahu
E, = maq = mw?*r = mw?R;cosa, kde r je vzdialenost miesta na povrchu Zeme od osi
otdcania a R; polomer Zeme (Obr. 2). Dalej, ked sa obmedzime len na malé oblasti
na zemskom povrchu av jeho blizkosti (nadmorskd vyska h < Rz), bude vplyv zotrvacnej
odstredivej sily F, na teleso s hmotnostou m takmer rovnaky. Velkost odstredivej sily F, je
pre malé hmotnosti telies zanedbatelna v porovnani s hmotnostou Zeme, t. j. méZeme teda
napisat F; = F;. Nahradenim F; za F; vrovnici pre gravita¢nu silu dostaneme rovnicu

M o . . ,
K"; -2 = mg a po matematickej Uprave tejto rovnice pre hmotnost Zeme dostaneme
VA

R.2
=gz. (8)

M
z K

Takymto sp6sobom sme schopni urcit hmotnost Zeme pomocou matematického kyvadla.
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Pomécky

Matematické kyvadlo, stopky, posuvné meradlo, dizkové meradlo.

Pozn.: Na domdci experiment ako teleso méze posluzit maly, pomerne tazky a geometricky
symetricky predmet, napriklad maly skleneny pohdr s uzdverom. Ako zdves méZzeme pouZit
$pagdt s minimdlnou diZkou | = 250 cm. Uzdver previtame a cez otvor previecieme $pagdt,
na konci ktorého urobime uzol. Pohdr naplnime vodou takmer po okraj a vrchndk
zaskrutkujeme. Voda v pohdri zvysuje hmotnost kyvadla a stabilizuje ho pri kmitani. Druhy

koniec spagdtu upevnime v dostatocnej vyske nad zemou.

A. Meranie tiazového zrychlenia matematickym kyvadlom

Postup merania

1.  Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 1).

2. Odmeriame dizku kyvadla l;, ¢o je vzdialenost od bodu zavesu (osi otacania) po stred
gule. Na dosiahnutie najvacsej presnosti odmeriame najskor priemer gule d
posuvnym meradlom a potom kolmu vzdialenost l; od bodu uchytenia zavesu
po horny okraj gule. Potom celkovt dizku uréime ako I; = ll: +§

3. Urlime Standardné neistoty merania o, a o, priemeru gule d; a dizky zavesu ;.
Kyvadlo uvedieme do pohybu tak, aby amplitida (vychylka z rovnovéznej polohy)
bola vintervale 5° az 10° od zvislej polohy kyvadla. Kyvadlo by malo kmitat iba
v rovine kolmej na vodorovnu rovinu. Po rozkmitani kyvadla vo zvolenej krajnej
polohe spustime stopky a postupnou metddou uréime periédu kmitov
matematického kyvadla. Namerané hodnoty peridéd zapisujeme do tabulky 1, kde
hodnota t; v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,, v druhom riadku tabulky
je doba 20 kmitov... Kyvadlo po¢as merania nezastavujeme a prislusné hodnoty

ziskavame pomocou stopiek s medzi¢asom.

Tabulka 1.
d (m) l; (m) l; (m)

L tiio (S) | i+ 5 | tiesyao ) | Ti = (tawsye10 — tix10)/50(s) | A7= (T —T;)? (s?)
1. t1o 6. teo Ty = (teo — t10)/50
2. t20 7. t70 Ty = (t70 — t20)/50
3. t3o 8. tgo
4, tao 9 too
5. tso 10. t100

5

T= z AF =
i=1
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4.  Po uréeni periody pre dant dizku kyvadlo zastavime a zmenime dizku zavesu.

5.  Postup veddci k urceniu periody matematického kyvadla opakujeme pre 5 réznych
dizok zavesu a prisluéné namerané hodnoty zapisujeme do tabuliek (ich minimalny
pocet pre toto meranie je pat). Maximalnu dizku zavesu volime aspori dva metre,
¢im dlhsi zdves matematického kyvadla zvolime, tym zvySime presnost merania.
Minimalna dizka by mala byt vaésia ako 5d. Podmienka minimalnej dizky va¢iej ako
5d je kvoli tomu, Ze pre mensie dizky zdvesu sa uZ matematické kyvadlo stava

fyzikalnym kyvadlom.

Vyhodnotenie merania

1. Pre kazdu z piatich diZok I; uréime aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T;
a strednu kvadraticku odchylku aritmetického priemeru o7,.

2. Vysledok uréenia period kmitov pre dané dizky kyvadla uvddzame v tvare
Ty = (T; + o7).

3.  Zostrojime graf zavislosti periédy matematického kyvadla od dizky zavesu T = f(1).
Pozn.: Nakreslime graf v prislusnom tabulkovom procesore (Excel), ktory zobrazi
zdvislost periédy T; od dizky zdvesu l;. PreloZime pit bodov mocninovou funkciou
y = kx™, vnasom pripade T = kl™. V Exceli (ktory by mal imitovat LibreOffice)
vytvorime preloZenie kliknutim na bod v grafe pravym tlacidlom na mysi. Z ponuky
vyberieme ,pridat trendovu spojnicu”, z moZnosti vyberieme typ spojnice
,mocninovy” a zdroven odklikneme moznost ,zobrazit v grafe rovnicu” a , zobrazit
v grafe rovnicu spolahlivosti R na druhu”. Podla tedrie by najlepSia zhoda mala byt
pre mocninovu funkciu, pricom exponent n by mal byt blizko k hodnote 0,5 a R? by
mal mat hodnotu velmi blizko k hodnote 1.

4.  Zpriemernych hodnét periéd T; vypolitame najpravdepodobnejdiu hodnotu
tiaZového zrychlenia g; pre dané dizky zavesu podla vztahu

_An?l

9i = —
i Tiz

5.  Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme
neistotu g pomocou neistot priamo meranych veli¢in T, l" a d. Pri odvodeni vztahu

. . . i , iy © o d

na uréenie neistoty g vychadzame z predchadzajiceho vztahu, pricom [; = [; + >

gn2l\’ 412\ 22\’
0y = (— ;Tg) (aT>2+<T—“2) (olf)2+<T—“2> (00)?
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10.

Urcte, ktora z tychto troch veli¢in prispieva k vyslednej neistote veli¢iny g najvacSou
mierou.

Urcené vysledky tiaZzového zrychlenia uvedieme v tvare g; = (g;  g;,).

Z vypocitanych piatich hodn6t tiaZzového zrychlenia vypocitame priemernd hodnotu
g aurcime vyslednu neistotu ako strednu kvadraticki odchylku aritmetického
priemeru .

Vysledok merania uvedieme v tvare g = (g * ap).

Porovname nas vysledok merania g s tabulkovou hodnotou g; definovanou v nasej

nadmorskej vyske podla vztahu

e =199 1000

It

V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pri¢inach chyb.

B. Urcenie hmotnosti Zeme pomocou matematického kyvadla

Postup a vyhodnotenie merania

1.
2.

Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 1).
Uréime hodnotu tiazového zrychlenia podla postupu uvedeného v ulohe
po A. Meranie tiazového zrychlenia matematickym kyvadlom. Ak sme ulohu
realizovali, pouzijeme vysledok merania z kroku 7 v ¢asti Vyhodnotenie merania.
Vypoctom ukazeme, Ze velkost odstredivej sily posobiacej na matematické kyvadlo
je v porovnani s velkostou gravitacnej sily zanedbatelna. Velkost odstredive;j sily F,,
sa meni so zemepisnou Sirkou miesta na povrchu Zeme podla vztahu
F, = mw?Rycosa.
Vypocitame hmotnost Zeme M, pouZitim vztahu (8).
Porovname vysledok uréenej hmotnosti Zeme My s tabulkovou hodnotou My; podla
vztahu

|Mz — M|

=— 100 %.
& M, %o

V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pri¢inach chyb.
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URCENIE MOMENTU ZOTRVACNOSTI FYZIKALNEHO
KYVADLA

Ulohy
A. Meranie periody fyzikalneho kyvadla v simulovanom experimente
B. Urcenie periody fyzikdlneho kyvadla pomocou postupnej metody pre tri
osi otacania a vyjadrenie momentu zotrvacnosti vzhladom na os
otdcania

Teoreticky uvod

Fyzikalne kyvadlo je teleso (napr. doska, tyc), ktoré vykonava periodicky kmitavy pohyb okolo
osi, ktora neprechdadza jeho taziskom. Ak sa taZzisko nachadza pod osou otacania, kyvadlo
moZe zotrvavat v stabilnej rovnovazinej polohe. Po vychyleni kyvadla z rovnovainej polohy
pbsobenim vonkajsej sily F, je pri¢inou pohybu fyzikalneho kyvadla tiazova sila F; posobiaca
v taZisku telesa. Teleso vychylené z rovnovaznej polohy o uhol ¢ do rovnovaznej polohy vracia
zlozka tiazovej sily F, (Obr. 1).

=

Obr. 1. Fyzikdlne kyvadlo pri vychyleni o uhol ¢

Pohybova rovnica fyzikalneho kyvadla je
M = |g, (1)

kde M je vektor momentu sily, I moment zotrvaénosti a & vektor uhlového zrychlenia.

Moment zotrvacnosti I pre teleso so spojite rozlozenou hmotnostou je definovany vztahom
I = fmrz dm, kde m je hmotnost telesa a r je vzdialenost hmotného elementu dm od osi
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otacania. Pre sustavu hmotnych bodov je moment zotrvacénosti definovany vztahom
I = ¥, mr?, kde m; je hmotnost i-teho hmotného bodu a 7; je jeho vzdialenost od osi
otacania.

Kyvadlo znazornené na obrazku (Obr. 1) vykondva kmitavy pohyb v rovine ndkresne okolo osi

O kolmej na nakres kyvadla. Velkost momentu sily je ur¢end vztahom

M = —F,r, = —F; sin(@) 1, = —mgr, sin(e), (2)

kde m je hmotnost telesa, g je tiaZzové zrychlenie a 7, je vzdialenost taZiska od osi, okolo ktorej
kyvadlo kmitd. Po vychyleni sa kyvadlo snaZi dostat naspat do rovnovaznej polohy, preto sila
F,, vidy smeruje do rovnovéZnej polohy, ¢o vo vztahu vyjadruje znamienko minus.
Velkost uhlového zrychlenia je urcend vztahom

d?¢

=3z (3)

€
Ked' rovnicu (1) vyjadrime v skaldrnom tvare M = I, dosadime do nej vztahy (2) a (3), a ked'
neuvazujeme tlmiace sily (teda mame na mysli netimené harmonické kmity), dostaneme
po Uprave pohybovu rovnicu fyzikalneho kyvadla v tvare

d2
&2

2 + mgr, sin(p) = 0, (4)

ktord nemd analytické rieSenie (str. 58). Pre malé vychylky (do 10°), kedy plati sin(¢) = ¢
a po vydeleni rovnice (4) veli¢inou I, dostavame rovnicu v tvare
d’¢p  mgr,

T

¢ =0. (5)

Rovnica (5) je diferencidlna rovnica 2. rddu s konStantnymi koeficientami a nulovou pravou

stranou a jej rieSenie mézeme najst v tvare
P(t) = gm cos(wt + @o), (6)

kde ¢ je okamzita uhlova vychylka vdanom case t, ¢, je maximdlna uhlova vychylka
z rovnovainej polohy, ¢, zaCiatocna faza alebo tiez fazova konstanta a veli¢ina (@t + @) je
faza kmitania.

Ak urobime druhu derivaciu funkcie vyjadrenej vztahom (6) podla ¢asu a tuto derivaciu ako
i samotnu funkciu popisujucu okamzitu uhlovu vychylku dosadime do rovnice (5), zistime, Ze

o = mgr,/I

(7)
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Veli¢ina w je tzv. vlastnad uhlova rychlost kyvadla. Zo znameho vztahu vyjadrujiceho suvis
periody T a uhlovej rychlosti hmotného bodu pohybujuceho sa po kruznici (v = 2n/T)
dostdvame vztah

I
T =2m , (8)
mgro
z ktorého pre moment zotrvacnosti vyplyva
T?mgr,

I = (9)

412
Ako je zname z dynamiky tuhého telesa, ak pozname moment zotrvacnosti rotujiceho telesa
vzhladom na urcitu os, moéZzeme urcit moment zotrvacnosti vzhladom na ind os, ktora je s nou
rovnobeznd pomocou tzv. Steinerovej vety, ktord hovori: Moment zotrvacnosti I telesa
vzhladom na os neprechadzajucu taZiskom sa rovna momentu zotrvacnosti I, vzhladom na os
prechadzajucu taZiskom, ktord je s danou osou rovnobeind, zvi¢senému o mr,?%, kde m je
hmotnost telesa a r;, je vzajomna vzdialenost oboch spominanych osi, t. j.

I =1, + mry2. (10)

A. Meranie periody fyzikalneho kyvadla v simulovanom experimente

Simulaény program “mKyvadlo” slizi na meranie periédy fyzikdlneho kyvadla potrebnej
na uréenie momentu zotrvacnosti fyzikalneho kyvadla. Délezité ¢asti programu su ocislované
(Obr. 2).

4
§TAR’[3 RESET

Napiste VaSe osobné &islo.

990104 osobné Cislo 5

Start Stop
Hodnoty pre 999104:
m = 1.220 kg 952, 5.0,4.9,4.7, 4.5,
a=0.079m 44,42, 40,39, 3.7,
b=0.213m 3.6, 34, 3.2 3.1, 2.9,

dol =0.050m  vvyber
d02=0.070m _ yyber 2 t
d03=0.040m  yyber N % s

Vybrata hodnota d0: 0.050 m

uhol [7]

Pozn.:

F5 - zno@unaﬁi{anie stranky,
CTRL++, CTRL-- aCTRLO -
"zoom" stranky.

Cas [s]

Graf znazorfiuje priebeh
I len pre prvé 3 sekundy.

Obr. 2. Snimka obrazovky programu "mKyvadlo”
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Postup merania

1.

10.

Vyplnite osobné d&islo (pod ktorym ste vedeny na http://vzdelavanie.uniza.sk)

a potvrdite kliknutim na tlacidlo (1).

Vygenerované fyzikalne hodnoty pre dané osobné Cislo sa zobrazia niZsie.

Tlacidla nazvané "vyber” (2) slizZia na vyber parametra "d0*, ktory uréuje vzdialenost
osi otacania od taZiska kmitajuceho telesa (v tedrii ,d0“ odpovedd hodnote 7).
Po kliknuti na tlacidlo ,,vyber” je automaticky aktualizovana pozicia otvoru v kyvadle.
Vpravo hore sa nachadzaju tlacidla “START“ (3), ”RESET* (4), ”Start“ (5) a “Stop“ (6).
Kliknutim na ”"START“ sa spusti simuldcia, teleso za¢ne kmitat.

Meranie ¢asu sa vykondva tlacidlami ”Start” a ”Stop“. Tlacidlo "Start” spusta stopky,
tlacidlo ”Stop” zaznamenava Casovy interval, ktory uplynul od zaciatku merania
(od stlacenia tlacidla ”Start”) az po okamih stlacenia tohto tlacidla.

KedZe urcujeme periédu kmitov kyvadla postupnou metddou, tlacidlo ”"Stop“ sa
bude stlacat viackrat. Tym ziskame sériu medzicasov potrebnych na vypocet periddy
kmitu kyvadla.

V pravom dolnom rohu sa zndzorfiuje ¢asovy priebeh vychylky pre prvé tri sekundy
merania, pre hodnotu d0 = d01 (7).

Tlacidlo "RESET“ sluzZi na zastavenie kyvadla, vynulovanie a zastavenie stopiek.
Hodnoty medzi¢asov sa zobrazuju po stlaceni tlacidla ”Stop“ pod tymto tlacidlom (9).
K referatu je potrebné priloZit celd snimku obrazovky (Obr. 2) obsahujicu osobné
Cislo, vygenerované hodnoty, parametre "d0“ a zmerané medzi¢asy. Poznamka:
tlacidlo ”F5“ slizi na opatovné nacitanie stranky. ZvacéSovanie, zmensSovanie a ndvrat
na pévodnu velkost stranky sa vykonava stlacdenim CTRL++, CTRL-- a CTRLO (8).

B. Urcenie periody fyzikalneho kyvadla pomocou postupnej metody

pre tri osi otacania a vyjadrenie momentu zotrvacnosti vzhladom
na os otacania

V laboratérnych podmienkach fyzikalne kyvadlo tvori homogénna kovova doska, ktora méze

vykonavat kmitavy pohyb okolo jednej zo zvolenych osi vytvorenych britom, ktory mézeme

zaskrutkovat alebo vloZit do zvoleného otvoru. Os otacania je vytvorena dotykovym miestom

britu na opornej ploche stojana alebo opornej ploche kovovej doky. Toto usporiadanie

umoznuje vychylenie dosky o uhol ¢, z jej rovnovaznej polohy (Obr. 3), pricom po uvolneni

bude doska kmitat ako fyzikalne kyvadlo. VloZenim britu do iného otvoru v doske mame

moznost menit vzdialenost osi otacania dosky od jej taZiska.
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Pomécky

Kovova doska, stojan, brit, stopky, dizkové meradlo, posuvné meradlo, vahy, program

na meranie doby kmitu kyvadla.

Postup merania

1.

Uréime rozmery dosky a, b (v pripade telesa tvaru obdiznika) a hmotnost m
fyzikalneho kyvadla. Ak bude brit pevne spojeny s kovovou doskou, vazenim uréime
hmotnost kovovej dosky aj so skrutkami a britom.

Urcime Standardné neistoty merania hmotnosti g,,, a rozmerov dosky g, g3, pricom
ich hodnota priblizne zodpoveda z,.¢/V3, kde zp,.« je hodnota najmensieho dielika
meracieho zariadenia, t. j. vah, dizkového a posuvného meradla.

Zo zndmej hodnoty hmotnosti m a rozmerov a, b kovovej dosky obdlZnikového tvaru
vypocitame moment zotrvac¢nosti It vzhladom na os prechddzajicu taZziskom podla

vztahu

1
—_ 2 2
It = 12m(a + b*).

Pre iny tvar fyzikalneho kyvadla (napr. trojuholnik), vypocitame teoreticky taZiskovy

moment zotrvacnosti It podla vztahu uvedeného v dodatku laboratérnej dlohy.

Vzdialenost 1, taZiska od zvolenej osi otacania (britu) uréime posuvnym meradlom,
urCime Standardnu neistotu merania g, , pricom ich hodnota priblizne zodpoveda

ZII'IEIX/\/§ .

Zostavime meraciu aparaturu podla obrazku (Obr. 3).

Obr. 3. Meracia aparatura v laboratérnych podmienkach
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Kyvadlo uvedieme do pohybu tak, aby amplituda (uhlova vychylka z rovnovazinej
polohy) bola v intervale 5° az 10° od zvislej polohy kyvadla. Kyvadlo by malo kmitat
iba v rovine kolmej na vodorovnu rovinu. Po rozkmitani kyvadla vo zvolenej krajnej
polohe spustime stopky a postupnou metédou uré¢ime periédu kmitov fyzikalneho
kyvadla. Kyvadlo po¢as merania nezastavujeme a prislusné hodnoty ¢asu ziskavame
pomocou stopiek s medzi¢asom. Namerané hodnoty periéd zapisujeme do tabulky
1, kde t;o v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,, v druhom riadku tabulky je

doba 20 kmitov, atd. Podobny zapis urobime pre zvolené osi €. 2 a €. 3.

Tabulka 1.

a (m) b (m) Toi (M) m (kg)

~.

tivio ) | 1+ 5 | tissyao (8) | Ty = (taasysro = tina0)/50(s) | AZ= (T — T))?(s?)

t10 6 t60 Tl = (t60 - th)/SO

tao 7. t70 T, = (t70 — t20)/50

30 8. tgo

tao 9. tao

Ul | WIN =

tso 10. t1i00

A

~
Il
i

Po urceni periédy pre danu vzdialenost osi otacania od taZiska kyvadlo zastavime
a zmenime tuto vzdialenost umiestnenim britu do dalSieho zvoleného otvoru.
Postup veduci k uréeniu periddy fyzikalneho kyvadla opakujeme pre 3 r6zne osi
otacania a prislusné namerané hodnoty zapisujeme do tabuliek, budeme mat tri
tabulky.

Vyhodnotenie merania
1.

Pre kazdu z troch osi ot4cania uré&ime aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T;
a strednu kvadraticku odchylku aritmetického priemeru o7,.

Vysledok urcenia periéd kmitov pre dané osi otacania kyvadla uvadzame v tvare
T, = (T; + o7,).

Z priemernych hodnét periéd T; vypocitame najpravdepodobnej$iu hodnotu
momentu zotrvacnosti I; pre dané vzdialenosti r,,; taZiska od osi otacania podla
vztahu (9).

Vyuzitim Steinerovej vety vypoclitame moment zotrvacnosti [, vzhladom

na taZiskovu os podla vztahu

T?mgr,
4m?

2

— 2 —
Io =1—mry* = — mry“.

Vysledky ziskané podla uvedeného vztahu vyhodnotime pre kazdu os otacania
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10.

_ 2 _ 2 _ 2
loy1 =1, —mry=, Loy = I —mry,”, lyz = I3 — mry3”.

Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme
neistotu k momentom zotrvacnosti I,4, 1,5, I,3 pomocou neistdt priamo meranych

veli¢in T, m, r, podla vztahu

al,\> al,\> al,\> 2
= [[= 24 (2 24 (20
%o (aT) (or) +(6m) (om) +(6r0> (o,)"
kde pre jednotlivé parcidlne derivacie platia vztahy

dl, _ Tmgr, Ay _ T?gr, 2 al, T?mg

= T, —= — 2mr,.
aT 2m2 am 412 o arg 412 o

Urcime, ktora z tychto troch velic¢in (T, m, 1) prispieva k vyslednej neistote velic¢iny
I, najvacSou mierou, t. j. ktory z troch sc¢itancov v rovnici je najvacsi.

Uréené vysledky momentu zotrvaénosti uvedieme v tvare I,; = (I,; + Ofo;)-
Zistime, Ci vypocitané hodnoty 1,4, 1,5, I,3 navzajom suhlasia, t. j. porovname kazdu
z troch dvojic podla kritéria pre porovndvanie, kapitola Spracovanie merania. Ak
suhlasia tri dvojice, najdeme vazeny priemer zo vSetkych troch hodno6t, ak suhlasi len
jedna dvojica, ndjdeme vazeny priemer len z tejto dvojice podla vztahu

Porovnanim zistime, ¢i vypocitanda hodnota vaieného priemeru momentu
zotrvacnosti I, suhlasi s teoretickou hodnotou I, kapitola Spracovanie merania.
Ak nie, uvazujeme nad pri¢inou.

V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pric¢inach chyb.
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C. Odvodenie vztahu pre moment zotrvaénosti

Moment zotrvaénosti pre dosku tvaru obdiznika

Odvodime vztah pre moment zotrvaénosti homogénnej dosky obdiZnikového tvaru vzhladom
na os, ktord prechadza taziskom tejto dosky a je na dosku kolma. UvaZzovanu dosku orientujme

vzhladom na suradnicovu sustavu (Obr. 4).

M
v ] ‘ dm, ds
& | ‘
b B
2 | y
b — >
0+« L b'e
X -
dx
Y.
a >
B >

a

Obr. 4. Grafické znazornenie homogénnej dosky pre odvodenie momentu zotrvacnosti

V nasom pripade os, voci ktorej moment zotrvacnosti I, uréujeme, je totozna s osou z (t. j. je
kolmd na nakresniu). Moment zotrvacnosti pre Stvrt dosky (¢ast nachadzajica sa v prvom

kvadrante) vyjadrime podla definicie nasledovne

I
—°=Jr2dm,
4 M
I a b M a b M
o 2 (2, , ) fzjz ) )
2 LJO(xﬂ/)S OO(X+y)abxy
M(E(3 (11)
—ELL(X + y“)dxdy,
I, 1
— = —M/(a? 2).
2= 18 (a® + b?)
Pre ploSnu hustotu sme poutzili vztah pg = M_gm_ dm a z neho sme vyjadrili hmotnost

s ds  dxdy
nekonecne malého elementu dm. Plocha tohto elementu je dS = dxdy a jeho poloha

vzhladom na uvaZovanu os je 72 = x2 + y2. Rozmery celej dosky s dané stranami a, b.

Hladany moment zotrvacnosti potom bude

I = iM(a2 + b?) (12)
12 '

kde M je hmotnost dosky a a, b jej rozmery.
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Moment zotrvacnosti pre dosku trojuholnikového tvaru

Odvodime si vztah pre moment zotrvacnosti homogénnej dosky trojuholnikového tvaru
vzhladom na os, ktord prechadza taZiskom tejto dosky a je na dosku kolma. Na oznacenie
hustoty trojuholnikovej dosky pouZijeme p a budeme predpokladat, Ze tato hustota je
jednotnd v celom objekte.

Najskor si vyjadrime moment zotrva¢nosti I, tenkej rovnorodej tyée hmotnosti m, dizky [
pre os kolmu na ty¢ a prechadzajucu taZziskom (Obr. 5.). Pre hustotu plati p =? (linedrna
hustota), dm = pdx.

! !
2 2 1 1
I, = f x%2dm = f lxzpdx =pj x?dx =—pl® = —ml? (13)
m L
2

L 12 12
2
Y dx dm
m >
| 0 !
| ¢ ./ H—»
X

Y

Obr. 5. Grafické znazornenie homogénnej ty¢e pre odvodenie momentu zotrvacnosti

V dalSom budeme uvaZovat rovnoramenny trojuholnik s hmotnostou M, s vrcholovym uhlom
velkosti 28 a dizkou ramien L. Trojuholnik orientujme vzhladom na stradnicovu ststavu xy.
Os, voci ktorej moment zotrvacnosti I urCujeme, je rovnobeZzna s osou z, t. j. os je kolma
na rovinu nakresu a prechdadza vrcholom O trojuholnika (Obr. 6.).

yll

df dm
>
A M’
L
2
! N
B X

L
———————— P x

v

Obr. 6. Grafické zndzornenie homogénnej trojuholnikovej dosky pre odvodenie momentu
zotrvacnosti

Nech v je vyska trojuholnika, pre ktoru plati v = L cos . Rozdelime si trojuholnik na tenké
rovnorodé pasy rovnobezné so zakladfiou a nech x je vzdialenost od pasu k vrcholu O. Vyska

vybraného elementarneho pasu trojuholnika je [ = 2x tan 8 a jeho Sirka je dx. Elementdrna
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plocha dS elementdrneho pdsu sa preto vypocita ako dS = ldx = (2x tan ) dx. Moment

zotrvacnosti telesa vzhladom na fubovolnu os sa vypocita podla definicie nasledovne
I = f x? dm. (14)
m

Tento matematicky zapis integralu znamena, Ze musime scitat vSetky elementarne body telesa
s hmotnostami dm vynasobené druhou mocninou ich vzdialenosti od osi otacania. Skor ako
budeme integrovat, je potrebné vsetky veliiny pod integralom vyjadrit pomocou jednej
rovnakej veli¢iny, inak tento integral nevieme vyriesit. V naSom pripade to znamena, hmotnost
vyjadrit pomocou vzdialenosti x.

Trojuholnik, ktorého moment zotrvacnosti pocitame, predstavuje zloZity utvar z hladiska
integrovania a vypoctu, preto pri rieSeni pouZijeme Steinerovu vetu. Jej diferencidlny zapis

pre dany trojuholnik je
dI = dI, + x%?dm, (15)

kde dI je diferencial momentu zotrvacnosti naSho homogénneho pasika vzhladom na os
prechadzajucu bodom O, di, je diferencial momentu zotrvacnosti homogénneho pasika (tyce)
vzhladom na os prechadzajucu taziskom pasika (vypocitané na zaciatku kapitoly, vztah 13) a x
je vzdialenost taZziska pasika od bodu O. Ak zderivujeme moment zotrvacnosti homogénnej

tyce podla m dostaneme

di, B 12 (16)
dm 12’
z ¢oho sa da dI, vyjadrit v tvare
l2
di, = R dm. (17)
Ak si dI,dosadime do Steinerovej vety v diferencidlnom tvare dostaneme
2
dl = ' dm + x%dm (18)
a po dosadeni za | dostaneme diferencialnu rovnicu
2xtan 3)?
dl = % dm + x?dm, (19)

ktoru vyrieSime tak, Ze obidve strany rovnice integrujeme a dostaneme
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(2xtan B)?
| = fM (—12 + x2> dm. (20)

Pre vyjadrenie elementdrnej hmotnosti dm v integrdli pomocou x pouzijeme plo$nu hustotu
dm

ds-
telesa, dS je elementdrna plocha rovnorodého pasika, ktord sa rovna ldx. Dosadenim za [

. M
rovnorodého telesa p = i , kde M je celkovd hmotnost telesa, S je celkova plocha

a vyjadrenim elementarnej hmotnosti pomocou p dostaneme dm = p(2xtanf) dx. Ak si
do integralu (vztah 20) dosadime za dm, dostaneme

v 2
I =f0 <@+x2> (p2x tan B dx). (21)

V tomto integrali su vyjadrené vSetky meniace sa fyzikdlne veli¢iny vo vypolte momentu
zotrvaénosti iba pomocou dizky x, ktora sa meni od 0 po v. Tento integral sa da postupnymi

matematickymi GUpravami vypocitat nasledovne

2 2 v 2
I = 2ptanﬁj <w+x2>xdx= 2ptanﬁj <1+@)
0

22)
(tan £)%\ v* (
=2ptanf|(1+—F—|—.
ptanp < 3 2
Vysledny vztah sa da zapisat aj pomocou celkovej hmotnosti M trojuholnika a dizky jeho strany

L nasledovnou dupravou. Pre plochu trojuholnika S sohl’adom na uhol S plati
S = v(2vtanpf)

> = v2tan 8 a s ohladom na skutognost, 7e p = < potom pre I plati

2 2 M 2
=1 ) (2

Ak si vyjadrime wvysku trojuholnika prostrednictvom strany trojuholnika v = Lcosf

)[1 +%(tanﬁ)2]. (23)

a dosadime do vztahu (23), bude platit
ML?(cos
I = [Ml [1 + = (tanp) ]

1 (sin §)? 24)

1
R C sﬁ)2]=7[(cosﬁ)2+§(sinﬁ)2

MIL? 2 4
——|(cos ) +
2
Po Uprave vyuZitim vztahu medzi goniometrickymi funkciami rovnakého uhla
(sin? 8 + cos? B =1) dostaneme vztah pre moment zotrvalnosti rovnoramenného

trojuholnika vzhlfadom na os prechadzajucu jeho vrcholom v tvare
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MLZ [1 —=(sinB) ] (25)

Pre rovnostranny trojuholnik je vrcholovy uhol rovny 60°. S ohladom na tuto vlastnost, ak
zadefinujeme uhol f = 30° dostaneme pre moment zotrvalnosti rovnostranného

trojuholnika vztah

I = iMLZ. (26)
12
V tomto kroku pouZijeme Steinerovu vetu (vztah 10), aby sme si vyjadrili moment zotrvacnosti
It vzhfadom na os prechddzajucu taZziskom. V nasledujucej rovnici za moment zotrvacnosti
I telesa vzhladom na os neprechadzajucu taZziskom dosadime vztah (26) a za 1, vzajomnu
vzdialenost oboch spominanych osi, t. j. %v, pricom plati v? = ZLZ.

I = Ir + mry?,
2

> M2 =] +M(2 )
2 1,2
EML —IT+M9v, (27)
> MIZ =1 FmE3p
12 T 94"’
1
Iy = — M2

Pre moment zotrvacnosti rovnostranného trojuholnika vzhladom naos prechdadzajicu

taziskom a kolmu na rovinu trojuholnika plati vztah

1 2
I =ML, (28)
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Moment zotrvacnosti pre dosku tvaru pravidelného N-uholnika

Odvodime si vztah pre rovinny pravidelny mnohouholnik s N vrcholmi a srovnomerne
rozloZzenou hmotnostou M, ktory rotuje okolo osi kolmej na rovinu mnohouholnika a iducou
stredom. R je polomer opisanej kruznice mnohouholnika. N-uholnik sa sklada
z rovnoramennych trojuholnikov (Obr.7.), takie mbéZeme pouzit niektoré skutocnosti

z odvodenia momentu zotrvacnosti pre trojuholnik.

Obr. 7. Grafické zndzornenie homogénnej dosky tvaru N-uholnika pre odvodenie momentu

zotrvacnosti
V N-uholniku bude pre uhol platit
T
F=%5 (29)

Hmotnosti trojuholnikov sa jednoducho scitaju, takze ak M je hmotnost celého N-uholnika,
dostaneme pouZitim vztahu (25) vztah pre taZiskovy moment zotrvacnosti pravidelného

N-uholnika s osou kolmou na jeho rovinu v tvare

I = Mfz [1 — g (sin %)2] (30)

Pre pravidelny 6-uholnik, s ktorym sa stretneme pri merani je f8 =g. Jeho moment

zotrvacnosti vzhladom na os prechdadzajucu taziskom a kolmu na rovinu N-uholnika je dany

5 2
I= MR (31)

V prilohe (tabulka 14, strana 162) uvadzame dalSie hodnoty momentov zotrvacnosti
pre niekolko N-uholnikov odvodenych z rovnice (30).
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URCENIE TIAZOVEHO ZRYCHLENIA REVERZNYM KYVADLOM

Ulohy
A. Experimentdlne urcenie hodnoty tiaZzového zrychlenia v mieste
fyzikalneho laboratoria

Teoreticky uvod

Vo fyzike sa pojem kyvadlo pouziva velmi ¢asto. Ma niekolko privlastkov ako matematické,
torzné, fyzikalne alebo reverzné. Reverzné kyvadlo je Specialnym druhom fyzikalneho kyvadla,
ktoré je schopné konat kmitavy pohyb okolo dvoch osi (asymetricky uloZzenych vzhladom
na tazisko kyvadla), pricom periéda kmitania okolo jednej osi je rovnaka ako okolo druhej osi.
Fyzikalne kyvadlo je teleso, ktoré vykondva periodicky kmitavy pohyb okolo osi, ktord
neprechadza jeho taZziskom. Po vychyleni kyvadla z rovnovaznej polohy pésobenim vonkajse;j
sily F, je pri¢inou pohybu fyzikdlneho kyvadla tiazova sila F; p&sobiaca v taZisku telesa. Teleso
vychylené z rovnovaznej polohy o uhol ¢ do rovnovaznej polohy vracia zlozka tiazovej sily F,
(Obr. 1).

Obr. 1. Fyzikalne kyvadlo upravené konkrétnym sp6sobom pri vychyleni o uhol ¢

Pohybova rovnica fyzikalneho kyvadla je
M =g, (1)

kde M je vektor momentu sily, I moment zotrvacnosti a € vektor uhlového zrychlenia. Nech
kyvadlo vykonava kmitavy pohyb v rovine nakresne okolo osi O kolmej na ndkres kyvadla
(Obr. 1.). Velkost momentu sily F,, je uréena vztahom

M = —F,d = —Fg sin(p) d = —mgd sin(¢p), (2)
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kde m je hmotnost telesa, g je velkost tiaZového zrychlenia a d je vzdialenost taZiska od osi,
okolo ktorej kyvadlo kmita. Po vychyleni sa kyvadlo snaZi dostat naspat do rovnovaznej polohy,
preto sila F, vidy smeruje do rovnovézZnej polohy, €o vo vztahu vyjadruje znamienko minus.
Velkost uhlového zrychlenia je urc¢end vztahom

d?¢

=3z (3)

€
Ked rovnicu (1) vyjadrime v skalarnom tvare M = [&, dosadime do nej vztahy (2) a (3), a ked’
neuvazujeme tlmiace sily (teda mame na mysli netimené harmonické kmity), dostaneme
po Uprave pohybovu rovnicu fyzikdlneho kyvadla v tvare
1 o + mgd si 0 (4)
— + mgd sin =0,
1z T mydsin(e)
ktord nema analytické rieSenie. Pre malé vychylky (do 10°), kedy plati sin(¢) = ¢ a vydelenim
rovnice (4) veli¢inou I, dostdvame rovnicu v tvare
d’¢ mgd

F-I_ i @ =0, (5)

¢o je diferencialna rovnica 2. radu s konstantnymi koeficientami a nulovou pravou stranou

a jej rieSenie mdzZeme najst v tvare
@(t) = @m cos(wt + @o), (6)

kde ¢ je okamzitd uhlova vychylka vdanom case t, ¢, je maximalna uhlovd vychylka
z rovnovdinej polohy, ¢, zaCiatocna faza alebo tiez fazova konstanta a veli¢ina (wt + @) je
faza kmitania. Ak urobime druhu derivaciu funkcie vyjadrenej vztahom (6) podla ¢asu a tito
derivaciu ako isamotnu funkciu popisujucu okamzitd uhlovd vychylku dosadime
do rovnice (5), zistime, 7e ®* = mgd/I, z &oho

mgd

w= = 7)

Velicina @ je tzv. vlastnd uhlovd rychlost kyvadla (frekvencia). Zo znameho vztahu
vyjadrujuceho suvis periédy T a uhlovej rychlosti hmotného bodu pohybujiceho sa po kruznici
(@ = 2n/T) dostdvame vztah pre periddu kyvadla

I

T=2mn |—.
B mgd (8)
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Obr. 2. Graficky model reverzného kyvadla

V tejto ulohe si ukdzeme, ako sa da vyuzitim fyzikdlneho kyvadla, ktoré je upravené urcitym
spbsobom, urcit tiazové zrychlenie (zrychlenie volného padu). Predstavme si fyzikalne kyvadlo
upravené urcitym spdsobom (Obr. 2.). PoloZme si otazku, ¢i sa mozZe takéto kyvadlo kyvat
s rovnakou periédou T okolo osi O a aj okolo osi O, ktora sa nachadza na opacnej strane
od taziska. Pre pripad reverzného kyvadla, schematicky naznaceného na obrazku (Obr. 2), ako
uz bolo spomenuté, plati, Ze peridda kmitania okolo jednej osi O je rovnaka ako okolo druhej

osi 0’. Cize pre periédu T’ kyvadla vzhladom na os O’ plati analogicky vztah ako pre periédu T

J2

T =2n ,
mgx

(9)

kde I’ je moment zotrvacnosti kyvadla vzhladom na os O’ a x je vzdialenost tejto osi od taZiska
T (Obr. 2.). Ak pozadujeme, aby tieto periddy boli rovnaké, musi platit T = T’ a po dosadeni
vztahu (8) a (9) do tejto rovnosti a po matematickej Uprave dostaneme

_L (10)
X

Q| ~

Pouzitim Steinerovej vety, ktora hovori: Moment zotrvaénosti I telesa vzhladom na os

neprechadzajucu taZziskom sa rovnd momentu zotrvacnosti I, vzhladom na os prechadzajicu
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taziskom, ktora je s danou osou rovnobezna, zvi¢senému o mr,?, kde m je hmotnost telesa

a 1, je vzajomna vzdialenost oboch spominanych osi, pre momenty zotrvacnosti I a I’ plati

I =1, +md?,
° (11)
I' =1, + mx>.
Po dosadeni vztahov (11) do vztahu (10) dostavame rovnost
I, + md? I, + mx?
> =2 : (12)
d X
odkial' po matematickej Uprave dostavame kvadratickd rovnicu
mdx? — (I, + md?*)x + I,d = 0. (13)
Tato rovnica poskytuje pre x nasledovné dve rieSenia
I
X, = —,
' md (14)
xz == d

Z rieSenia kvadratickej rovnice vidime, ze pre prislusné kyvadlo existuju na druhej strane
taziska dve osi, okolo ktorych sa kyvadlo kyva s rovnakou periddou ako okolo osi 0. Jedna je
symetricky a druhd nesymetricky poloZena vodi osi O vzhladom na taZisko. Riesenie x, = d
urcuje polohu symetricky poloZenej osi. RieSenie x; = I,/md urcuje polohu nesymetricky
poloZenej osi. Vzajomnu vzdialenost osi O a nesymetricky poloZenej osi O’ (okolo ktorych sa
kyvadlo kyva s rovnakou periédou) nazyvame redukovand dizka fyzikalneho kyvadla, pre ktoru
plati
I, md*+1, I

—d+—2=— %= 1
b d+md md md (15)

Ak vztah (15) dosadime do vztahu (8), pre peridédu fyzikalneho kyvadla dostaneme

/ I L
T =2n m—gd—ZT[\/;. (16)

Zo vztahu (16) m6Zeme vyjadrit tiazové zrychlenie v tvare

4nl,
T2

g= . (17)

Vztah (17) umoziiuje urcit tiazové zrychlenie g, ak poznadme redukovanu dizku I, a periédu T

pouzitého kyvadla.
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Kyvadlo, ktoré ma vyssSie popisané vlastnosti, nazyvame reverzné kyvadlo. Reverzné kyvadlo
je ty¢ s dvomi osami s britmi obratenymi proti sebe (Obr. 3.). Na jednom konci tyce je
posuvatelné zavazie, ktoré spbésobuje, Ze osi O a O’ su vzhladom na tazZisko T nesymetricky
poloZené. Posuvanim tohto zavaZia na vhodné miesto a jeho zafixovanim (fixa¢nou skrutkou)
mbzeme dosiahnut, aby peridoda kyvadla bola vzhladom na osi O a O’ rovnakd. Potom

vzdialenost 00’ (¢o je vzdialenost britov) je redukovana dizka I, reverzného kyvadla.

brit 1

_— I 0 zavaiie
— miesto zavesenia

OI
miesto zavesenia— *

brit2— | O’

| zavaizie | "o,

Xi

A4

Obr. 3. Sp6soby zavesenia reverzného kyvadla

A. Experimentdlne urcenie hodnoty tiazového zrychlenia v mieste
fyzikalneho laboratoéria

Pomécky

Reverzné kyvadlo, stopky, dlzkové meradlo, posuvné meradlo.

Postup merania
1.  Posuvatelné zavazie nastavime do polohy x; (napr. 1 cm) a odmeriame stopkami
dobu kmitov desiatich periéd 10T okolo osi O.

2.  Po zaveseni kyvadla na druhy brit podobne zmeriame dobu kmitov desiatich periéd
10T, kyvadlo sa kyva okolo osi O” (Obr. 3.).
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3.

Postup opakujeme pre dalSie polohy posuvatelného zavazia, napr. x, (napr. 3 cm),
X3 (napr. 5 cm), x4 (napr. 7 cm), ... a hodnoty zapisujeme do tabulky 1 s presnostou
na najmensi dielik.

Tabulka 1.
i 1 2 3 n
x; (m)
10T; (s)
107’; (s)

Ziskané hodnoty doby kmitov 10T a 10T pre r6zne polohy x; vynesieme do grafu
(Obr. 4.), prelozime regresiou kvadratického polynému (pretoZe teoreticka zavislost
je parabolickd). To urobime pre konfiguraciu so zavazim hore aj dole a uréime
priesecnik kriviek graficky alebo vypocitanim pomocou regresnych koeficientov.

Pozn.: Nakreslime graf v prislusnom tabulkovom procesore Excel, ktory zobrazi
zavislost periédy T; od polohy zdvaZia x;. Bodmi preloZime polynomicku funkciu
druhého stupria y = ax? + bx + c. V Exceli (ktory by mal imitovat LibreOffice)
vytvorime preloZenie kliknutim na bod v grafe pravym tlacidlom na mysi. Z ponuky
vyberieme ,pridat trendovu spojnicu”, z moZnosti vyberieme typ spojnice

»polynomickd”, stuperi 2 a zdroven odklikneme moZnost ,zobrazit v grafe rovnicu”.

T(s) -

10T = 107 |- + - -
T

T

1
I
1
1
I
1
:[
xl X4 JCO x5 x6 x7 xB x.:) xm

=
(3]

=
w

x(m)
Obr. 4. Zavislost doby kmitu T od vzdialenosti x vzhladom naos 0 a O’
Z takto zostrojeného grafu ur¢ime polohu x, posuvatelného zavazia (Obr. 2.), ktora

zodpoveda pripadu, ked 10T = 10T, t. j. ked periéda okolo obidvoch osi O a O’ je
rovnaka.
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Po nastaveni zdvaZia na tuto hodnotu polohy x, experimentalne overime suhlas 10T
a 10T’ okolo obidvoch osi. Ak je rozdiel tychto dvoch hodn6t vacsi ako 0,09 s,
posuvatelné zavazie jemne posunieme (priblizne o 0,5 cm) na jednu alebo druhu
stranu okolo polohy x,. Postup opakujeme.
Uréime $tandardnd neistotu redukovanej dizky ;,., pricom jej hodnota priblizne
zodpovedd Zp.x/V3, kde zp.. je hodnota najmensieho dielika meracieho
zariadenia, t. j. dizkového meradla.
Po ziskani rovnosti 10T = 10T’ vykondme meranie periddy okolo jednej z osi
postupnou metddou. Odporicame vzdialenejsSiu os O od tazZiska kyvadla (Obr. 3.)
a namerané hodnoty zaznamenavame do tabulky 2.
Kyvadlo uvedieme do pohybu tak, aby amplitida (uhlova vychylka z rovnovazne;j
polohy) bola v intervale 5° az 10° od zvislej polohy kyvadla. Po rozkmitani kyvadla
vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou metddou urcime periddu
kmitov kyvadla. Namerané hodnoty peridd zapisujeme do tabulky 2. Kyvadlo pocas
merania nezastavujeme a prislusné hodnoty casu ziskavame pomocou stopiek
s medzi¢asom. Namerané hodnoty peridéd zapisujeme do tabulky 2, kde udaj t;,
v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,, v druhom riadku tabulky je doba 20
kmitov, atd".

Tabulka 2.

~.

tivio ) | 1+ 5 | tissyio (8) | Ty = (taasysro — tin10)/50(s) | A?= (T — T;)? (s?)

th 6 t60 Tl = (t60 - th)/SO

tao 7. t70 T, = (ty0 — t0)/50

Ul | WIN =

~
I
gl
>
=N
I

Vyhodnotenie merania

1.

Uréime aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T a strednd kvadraticku
odchylku aritmetického priemeru 7.
Vysledok uréenia periédy kmitov kyvadla uvadzame v tvare T = (T + 7).
Hodnotu tiazového zrychlenia uréime podla vztahu (17), do ktorého dosadime
nameranu hodnotu redukovanej dizky I (vzdialenost britov) a priemern hodnotu
periddy T, t. j.

4nl.

=7
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Pomocou metddy pre urenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny ndjdeme
neistotu a; pomocou neist6t priamo meranych velicin T, 1. podla vztahu

ag\° ag\*
o5 = (ﬁ) oz + (a_lr) af.

Urgime, ktord z tychto veli¢in (T, . ) prispieva k vyslednej neistote veli¢iny g

najvacsou mierou, t. j. ktory z dvoch scitancov v rovnici je najvacsi.

Vysledok merania tiaZového zrychlenia uvedieme v tvare g = (g * gy).

Uréenu hodnotu tiazového zrychlenia porovname s vypocitanou hodnotou, uréenou
pre konkrétnu polohu ,Zilina“ (uhol a nadmorski vysku uréime kartograficky).
Hodnoty stredného polomeru a hmotnosti Zeme pouzZijeme z tabuliek.

Ak ste absolvovali meranie v Ulohe s ndzvom Matematické kyvadlo, potom
porovnajte uréenu hodnotu tiazového zrychlenia vtejto Ulohe s experimentalne
uréenou hodnotou tiazového zrychlenia v ulohe s matematickym kyvadlom.

V zavere zistite, ktord z metdd na urcenie tiazového zrychlenia je presnejsia.
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URCENIE MOMENTU ZOTRVACNOSTI TORZNYM KYVADLOM

Ulohy
A. Experimentdlne urcenie hodnoty momentu zotrvacnosti neznameho
telesa

Teoreticky uvod

Telesd sa vidy snaZia zachovavat svoj pohybovy stav. Tuto schopnost telies charakterizujeme
zotrvacnou hmotnostou pri translaénom, ¢iZze posuvnom pohybe a momentom zotrvacnosti
pri rotatnom pohybe. Moment zotrvacnosti ma tiez svoj pévod v zotrvaénej hmotnosti, ale
navysSe sa tu uplatni aj jej rozlozenie okolo osi rotacie. Vysvetlime si to na kinetickej energii
rotujlceho telesa.

Pri posuvnom pohybe telesa opisuju vSetky body tuhého telesa rovnaké trajektorie a v kazdom
okamihu maju rovnaku rychlost. To znamena, Ze kinetickd energia telesa s hmotnostou m
pohybujuceho sa rychlostou v je urcena vztahom Ep = %mvz. Pri rotacnom, t. j. ota¢avom
pohybe telesa okolo nehybnej osi, vsetky body, teda aj taZisko, vykonavaju pohyb po kruZnici
so stredom na osi otdcania (Obr. 1). Uhol otocenia ¢, uhlova rychlost w a uhlové zrychlenie €
su kinematické veli¢iny, ktoré charakterizuju rotdciu telesa. Rotujuce teleso povazujeme
za sustavu pohybujucich sa castic s roznymi rychlostami. Rotaénd energiu moéZzeme potom

vypocitat ako sucet kinetickych energii jednotlivych Castic

2 2

1 2 1 2 1 2 \ 1 2
Ex = -myvy + -myvy + - +§mnvn = zzmivi, (1)

=1

kde m; je hmotnost a v; je rychlost kazdej i-tej Castice.

Obr. 1. K odvodeniu vztahu pre kinetickd energiu rotujiceho telesa a momentu zotrvaénosti
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Castice sa pohybuju réznymi rychlostami aj roznym smerom, ked%e ide o rotaény pohyb
(Obr. 1). Vyjadrime si rychlost kaZzdej castice pomocou uhlovej rychlosti, pomocou ktorej
vieme charakterizovat otacavy pohyb vztahom v = w X r. KedZe uhlova rychlost je
konstantna vo vSetkych castiach telesa avektor r charakterizujici vzdialenost otacania
elementu telesa od osi otacania je kolmy na vektor uhlovej rychlosti w, velkost obvodovej
rychlosti i-tej Castice telesa moZeme vyjadrit vztahom v; = r;w. Rychlost jednotlivych bodov
telesa je priamo Umernd polomeru kruZnic, po ktorych sa jednotlivé body pohybujq, t. j.
V] =Nnw, V; =ho, .. U, =T;,o. Potom kineticki energiu Ey telesa rotujuceho uhlovou
rychlostou w vzhladom na nehybnu os otacania uréime ako sucet kinetickych energii

jednotlivych bodov nasledovne
n n
— 2,2 1 2,2 1 2..2 __ 1 2 2
Ex =myrfw +--~+§mnrna) = Emiw Ty =3 m;r{ | w”. (2)
i=1 i=1

Vyraz }i-, miri2 predstavuje fyzikalnu velicinu moment zotrvacnosti /

n
I = Z ml-rl-z, (3)
i=1

kde m; je hmotnost i-tej Castice telesa a r; polomer otacania i-tej Castice telesa (Obr. 1).
Jednotka momentu zotrvalnosti je kg-m?. Moment zotrvaénosti I pre teleso so spojite

rozloZzenou hmotnostou je definovany vztahom
I = j r?dm, (4)
m

kde m je hmotnost telesa a r je vzdialenost hmotného elementu dm od osi ota¢ania. Moment
zotrvacnosti I je fyzikalna veliina, ktora charakterizuje mieru zotrvacnych vlastnosti telesa pri

jeho ota¢avom pohybe.

Ako vyplyva zo vztahu (3), moment zotrvacnosti je veli¢ina aditivna, ¢o znamena, Ze ak spojime
teleso, ktoré ma napr. moment zotrvacnosti I; s telesom s momentom zotrvacnosti I, tak, aby
sa prislusné osi rotdcie, na ktoré sa tieto veli¢iny vztahuju stotoznili, bude vysledny moment

zotrvacnosti dany ich su¢tom a vo vSeobecnosti plati

n
I =mrf +myrf + - + myn? =11+12+--~+1n=21i. (5)
i=1
Tato skutoénost sa ¢astokrat vyuZziva pri ur€ovani momentu zotrvacnosti roznych symetrickych
telies, pri ktorych by vypocet momentu zotrvacnosti bol komplikovany. Ukazeme si, ako

mobzeme torzné kyvadlo pouZit na uréenie momentu zotrvacénosti telies, pri ktorych je velmi
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tazké zistit moment zotrvacnosti vypoctom. Pri naSom merani pouZijeme najskor teleso,
pri ktorom je vypocet momentu zotrvacnosti jednoduchy, napriklad kruhovu dosku.
Pod torznym kyvadlom rozumieme teleso (napr. dosku) upevnené v jeho strede na zvislom

pruznom vldkne tak, Ze os simernosti je totoznd s osou vlakna (Obr. 2).

Obr. 2. Grafické znazornenie pohybu torzného kyvadla

Kyvadlo uvedieme do pohybu z jeho rovnovaznej polohy oto¢enim o uhol ¢ (uhol pootocenia).
Po uvolneni sa teleso otaca okolo osi drétu. Tento pohyb je vyvolany torznymi silami, ktorych
poévod je v deformacii vlakna. Podla Hookeovho zakona, je moment tychto sil M v kazdom
okamihu Umerny okamzitej vychylke ¢ vzhladom na os otadcania (v hraniciach pruznej
deformacie). Torzné sily pésobia proti vychylke, moment torznych sil ma opacné znamienko

ako vychylka, ktora ho vyvolala a plati
M = _Mo(p, (6)

kde M, je konstanta Umernosti a nazyva sa direkény moment zdvesu alebo torzna tuhost. Jej
fyzikalny vyznam spociva v tom, Ze predstavuje moment sily potrebny na vytocéenie zdvesu
o jednotkovy uhol. Zavisi len od elastickych vlastnosti zavesu (modulu pruznosti v Smyku G
materiadlu zavesu) a geometrickych rozmerov. PouZitim teérie mechanickych vlastnosti latok
je mozné vypoctom ukazat, ze torzna tuhost pre vlakno kruhového prierezu priemeru d a dizky

[ ma hodnotu

3 nGd*

NPT 7
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kde G je modul pruznosti v Smyku materidlu, z ktorého je zhotovené vlakno, d je priemer a l
je dizka vldkna.

Ak teleso zavesené na skratenom vldkne pustime, budu ho torzné sily skrateného drétu vracat
do rovnovainej polohy a teleso sa rozkmitd rotacnymi (torznymi) kmitmi okolo osi symetrie
iducej osou periodicky skricajuceho sa drétu. Pohybova rovnica torzného kyvadla ma tvar

pohybovej rovnice telesa konajuceho rotacny pohyb okolo pevnej osi

M =g, (8)

kde M je vektor momentu sil sposobujuci ota¢avy pohyb okolo pevnej osi a I moment
zotrvacnosti zaveseného telesa vzhladom na os vldkna. Moment zotrvacnosti vldkna je velmi
maly a m6Zeme ho zanedbat. Vektor € nazyvame vektor uhlového zrychlenia a jeho velkost je
definovand vztahom

d?¢

=37 (9)

&

Ked pohybovu rovnicu (8) vyjadrime v skaldarnom tvare M = [ ¢ a dosadime do nej vztah (9),
dostaneme

M=]—. (10)

Nasledne dosadime do rovnice (10) vztah (6), a ked neuvazujeme timiace sily (teda mame
na mysli netimené harmonické kmity), dostaneme po matematickej Uprave pohybov rovnicu
torzného kyvadla v tvare

d? M
o Mg _
dt2 I

0. (11)

Dosadenim vztahu (7) do rovnice (11) ziskame pohybovd rovnicu, ktord popisuje ¢asovy

priebeh vychylky torzného kyvadla v nasledujucom tvare

d?¢ N nGd*
de? 3211

= 0. (12)

. o nGd* , . .. . , ,
Zavedieme substitUciu w2=3zu a ziskame diferencidlnu rovnicu druhého radu

s konstantnymi koeficientami a s nulovou pravou stranou
d?¢

Fros w?p = 0. (13)

Jej rieSenie mOZeme nijst v tvare
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@ = @y cos(wt + @), (14)

kde ¢ je okamZita uhlova vychylka z rovnovaznej polohy v danom ¢ase t, ¢, je maximalna
uhlovd vychylka zrovnovdinej polohy, ¢, zacdiatocna faza alebo tiez fazovd konstanta
a veli¢ina (ot + @) je faza kmitania. Dosadenim rovnice (14) do rovnice (11) zistime, Ze

torzné kyvadlo vykonava harmonické kmity s uhlovou frekvenciou

w= [—. (15)

‘.. , . . . . 2 Ay .
Ak pouzijeme vztah medzi uhlovou rychlostou a peridédou w = ?n mozeme periodu T (dobu

kmitu) torzného kyvadla, ktoré sa sprava ako harmonicky oscildtor vyjadrit v tvare

T =21 |—. (16)

Teleso zavesené na vldkne kona harmonické torzné kmity.

Pozn.: Na rozdiel od fyzikdlneho kyvadla je doba kmitu torzného kyvadla vyjadrend presne
pre akékolvek jeho rozkyvy v radmci medzi umernosti. Pre drét dlhsi ako 1 m je dovolend
vychylka asi do 90°.

Dosadenim rovnice (7) do rovnice (16) a naslednou matematickou Upravou dostaneme

hladany moment zotrvacnosti I v tvare

nGd* Gd*
I = = T
32lw? 128nl

2, (17)

Respektive, meranim doby kmitu reverzného kyvadla o znamom momente zotrvacnosti I sa
da urcit direkény moment M. Nevyhodou vztahu (17) je, Ze musime poznat modul pruznosti
G skricaného drotu. Ten nie je mozné niekedy dostatocne dobre z tabuliek urcit, lebo
nemusime vediet presne, z akého materidlu je vldkno vyrobené. Aby sme tuto nevyhodu
odstranili, mdZzeme mierne upravit postup. Moment zotrvacnosti neznameho telesa moézeme
urcit aj tak, Ze ho zavesime spolu s telesom so znadmym momentom zotrvac¢nosti.

Postupujme tak, Ze najskér zmeriame periddu torzného kyvadla T, pre ktoru plati vztah (16),
kde I je moment zotrvacnosti kruhovej dosky zrovnorodého materialu vzhfadom na os

otacania definovany vztahom

1 2
I = EmR , (18)

kde m je hmotnost a R polomer dosky, ktoré mézeme zistit priamym meranim.
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Potom poloZzime na kruhovu dosku povodného torzného kyvadla symetrické teleso tak, aby os

sumernosti splynula sosou vldkna avznikne torzné kyvadlo o neznamom momente

zotrvacnosti. Zo vztahu (5) vyplyva, Ze moment zotrvacnosti zloZzeného torzného kyvadla je

uréeny suctom momentu zotrvacnosti jeho casti, t. j. momentu zotrvacnosti telesa [

a momentu zotrvacnosti meraného telesa I'. Doba kmitu T' takto vytvoreného torzného

kyvadla je vyjadrend nasledovne

T' =2 I+ 19
= 2m |5 (19)
Riesenim sustavy rovnic (16) a (19) vyjadrime hladany moment zotrvacnosti I’
T'?
I' = (F — 1), (20)

pomocou ktorého z priamo nameranych periéd ur¢ime hfadany moment zotrvacénosti.

A. Experimentalne urcenie hodnoty momentu zotrvacnosti neznameho

telesa

Pomécky

Stojan na upevnenie torzného kyvadla, zaves torzného kyvadla, znamy zotrvacnik v tvare

kruhovej dosky, neznamy (merany) zotrvacnik, stopky, vahy, posuvné meradlo, mikrometrické

meradlo.

Postup merania

1.

Uréime hmotnost m torzného kyvadla a opakovanym meranim odmeriame priemer
valcovitého telesa D, ktoré tvori torzné kyvadlo. Meranie priemeru uskutoénime
najmenej 10-krat.

Ur¢ime Standardnu neistotu merania hmotnosti g,,, pricom jej hodnota priblizne
zodpovedd z,,,/V3, kde z,. je hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.
Zostrojime meraciu aparaturu podla obrazka (Obr. 2).

Kyvadlo uvedieme do pohybu vychylenim telesa o uhol ¢ v horizontdlnej rovine.
Po rozkmitani kyvadla vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou
metddou uréime periddu kmitov torzného kyvadla. Kyvadlo pocdas merania
nezastavujeme a prislusné hodnoty ¢asu ziskavame pomocou stopiek s medzi¢asom.
Namerané hodnoty peridd zapisujeme do tabulky 1, kde hodnota t;, v prvom riadku
tabulky je doba 10 kmitov, t,, v druhom riadku tabulky je doba 20 kmitov, atd".
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Tabulka 1.

5.

m (kg)
l tivio () | i+ 5 | taesyero (S) | Ti = (Eiesysr0 — tix10)/50 () A?Z (T - Ti)Z(SZ)
1. tio 6. tso Ty = (teo — t10)/50
2. t20 7. t7o T, = (ty0 — t20)/50
3. t30 8. tso
4. tso 9. too
5. tso 10. t100
5
T = Z AlZ = .
i=1

Uréime hmotnost m’ vySetrovaného telesa, pricom uréime aj standardnu neistotu
merania hmotnosti o,,, pricom jej hodnota priblizne zodpoveda Zmax/ V3, kde Zmax
je hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.

Na valec povodného torzného kyvadla umiestnime teleso, ktorého moment
zotrvacnosti chceme experimentalne urcit.

ZloZzené torzné kyvadlo uvedieme do pohybu. Po rozkmitani kyvadla v zvolenej
krajnej polohe spustime stopky a postupnou metédou urcéime periédu kmitov
torzného kyvadla. Kyvadlo pocas merania nezastavujeme a prislusné hodnoty ¢asu
ziskavame pomocou stopiek s medzicasom. Namerané hodnoty peridd zapisujeme
do tabulky 2, kde hodnota t;, v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,
v druhom riadku tabulky je doba 20 kmitov, atd.

Tabulka 2.
m' (kg)

i tisro (S) | i+ 5 | tissyeao (8) | T = (t(igs)eio — ti10)/50 (s) | A= (T —T{)?(s?)
1 tio 6. tso Ty = (teo — t10)/50

2 too 7 t7o T, = (t70 — t0)/50

3 t30 8 tso

4 tso 9. too

5 tso 10. ti00

5
77 = Z A? =
i=1
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Vyhodnotenie merania

1.

Uré&ime aritmeticky priemer priemeru zakladného torzného kyvadla D a strednu
kvadratickd odchylku aritmetického priemeru o5.

Pre obe usporiadania torzného kyvadla uréime aritmeticky priemer periddy kmitov
kyvadla T a T’, strednu kvadratickd odchylku aritmetického priemeru o7 a o7
Vysledok uréenia periédy kmitov kyvadla uvddzame vtvare T = (T +o07)
aT = (T'+tom).

Hodnotu momentu zotrvacnosti zakladného torzného kyvadla ur¢ime podla vztahu

1 _
I = ngz,

do ktorého dosadime priemernt hodnotu priemeru D a namerani hmotnost m.
Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme

neistotu I pomocou neistot priamo meranych veli¢in podla vztahu

o= Y e ) =1 [+ ()

Namerané hodnoty periédy kmitov kyvadla T, T’, uréeny moment zotrvagnosti

I dosadime do vztahu (20) a vypocitame moment zotrvacnosti I meraného telesa.
Pomocou metddy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme
neistotu momentu zotrvacnosti zadaného telesa pomocou neistét priamo meranych

veli¢in podla vztahu

2 1\ 2

ov = ) 0+ (G o+ G) on

2o 41272 , 4r27*

(o7)%.

V zavere diskutujeme o vysledkoch ziskanych vypoftom a meranim, a o moznych

pricinach chyb. Vysvetlite, ktoré parametre prispievaju najviac k vyslednej chybe.
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SKUMANIE VLASTNOSTI PRUZNEJ DEFORMACIE

Ulohy
A. Urcenie modulu pruznosti v tahu z priehybu tyce
B. Urcenie modulu pruznosti v Smyku statickou metodou
C. Urcenie modulu pruznosti v Smyku dynamickou metddou s pouzitim
torzného kyvadia

Teoreticky uvod

Ucinkom vonkajsich sil na teleso mdze nastat zmena pohybového stavu telesa alebo
deformacia telesa. Pevné teleso, v ktorom sa mdzu vzdjomné vzdialenosti jeho ¢asti menit
ucinkom vonkajsich sil, nazyvame deformovatelné. Medzi hmotnymi elementami (atémami,
molekulami alebo iénmi v krystalickej mriezke) pdsobia pritaZzlivé a odpudivé sily. Ak na teleso
nepdsobia vonkajsie sily, tak vnutorné pritazlivé a odpudivé sily su v rovnovahe. Ak na teleso
za¢nu posobit vonkajsie sily a teleso ostava v pokoji, teleso sa moze deformovat. Zmena tvaru
pevného telesa, jeho objemu alebo obidvoch vlastnosti sucasne zapri¢inend ucinkom
vonkajsich sil sa nazyva deformadcia telesa. Podla toho ako sa spravaju telesa pri deformacii,
rozdelujeme deformadciu na pruznu (elastickd) a tvarnu (plastickud). Pruzna deformdcia je typ
deformdcie telesa, pri ktorej teleso nadobudne povodny tvar v okamihu, ked na teleso
prestanu posobit vonkajsie sily. Vlastnost telies obnovovat svoje rozmery, tvar a objem sa
nazyva pruznost (napriklad malé predizenie pruziny). Typ deformécie telesa, ktora zostava aj
potom, ako prestanu na teleso posobit deformujice sily sa nazyva tvarna deformacia. V praxi
sa vyskytuju najcastejsie oba druhy deformacie sucasne a najcastejSie su zlozené z niektorych
jednoduchych deformAcii.

Pri zvacsovani vzdjomnej vzdialenosti ¢astic (deformacia v tahu) prevladnu pritazlivé sily,
pri zmensSovani tejto vzdialenosti (deformacia tlakom) prevladnu odpudivé sily. Ak sa
obmedzime na velmi malé deformacie, bude vyslednd sila priblizne Umerna vychylke
zrovnovaznej polohy. V oblasti malych deformacii je suvis medzi acinkujucimi silami
a deformaciou, ktoru vyvoldvaju, vyjadreny Hookeovym zakonom, ktory hovori, Zze deformacia
pruzného telesa je Umerna vonkajsim deformujucim silam. Vonkajsie deformujuce sily posobia
spravidla cez povrchové plochy. Ak sa teleso deformuje tak, Ze sa jeden rozmer telesa pred(Zi
(alebo sa skrati) a ostatné rozmery (prie¢ne) sa skratia (predizia), hovorime o deformacii
tahom (alebo tlakom). Ak deformujica sila pdsobi kolmo na povrch telesa, vyvoldva
deformaciu tahom alebo tlakom a koeficient Umernosti v Hookeovom zdkone (bude uvedené
nizsie v texte) je modul pruznosti v tahu E (charakterizujuci material pri deformacii tahom,
tlakom a ohybom), nazyvany aj Youngov modul. Ak deformujlca sila p6sobi v rovine povrchu
telesa (je jej dotycnicou), vyvolava deformaciu Smykom a G je modul pruznosti v Smyku

(charakterizujuci materidl pri deformacii Smykom alebo torziou). Moduly pruznosti E a G maju
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rovnakl jednotku ako napatie (Pa). Takéto deformacie (tahom, Smykom) nazyvame
jednoduché a mozZno ich vyuZit na experimentalne stanovenie modulu pruznosti v tahu E

a modulu pruznosti v Smyku G .

A. Urcenie modulu pruznosti v tahu z priehybu tyce

Najjednoduch$im prikladom deformacie v tahu je predizenie tyée (drétu) namahanej tahom.
Ak priecny prierez ty¢e s obsahom S namahame silou F, ktora je kolma na plochu S (Obr. 1),

vznika v ty€i napatie

o =

d 1

S ' ( )
PretoZe vtomto pripade poOsobi sila kolmo na prierez, nazyvame toto napatie normalové
2 1 -2

a jeho jednotkou je pascal, Pa =N-m™ =kg-m™" -s

F
e

Obr. 1. Ty¢ na jednej strane upevnena a na druhej strane napinana silou F

Na predizenie tyce s pévodnou dizkou I, o hodnotu dl potrebujeme pdsobit elementarnym
normalovym napatim do, pricom sa ukazuje, 7e hodnota predizenia dl je Umernd
pdsobiacemu napétiu o a samotnej dizke tyée, t.j. dl = kldo, kde k je konstanta imernosti.

V dosledku pbsobenia napatia o sa ty¢ prediZi a jej novu dizku [, vypocitame ako

flldl_ fadO' ,
W L 4o (2)

Zintegrovanim vztahu (2) dostaneme

In—=ko (3)

a nova di?ka tyce I, bude [; = l,e*°. Vidime, Ze dizka tyce sa s pdsobiacim napatim meni

ko (ko)? n

exponencidlne. Ak funkciu e T

(ka)?
3!
napati o je sucin ko < 1, potom c¢leny Maclaurinovho radu obsahujuce druhé a vysSie

.. . ko
rozvinieme do Maclaurinovho radu ek? =1 +?+

+ --- @ uvedomime si, Ze pre vacSinu materialov pri pouZiti beznych redlne vyvijanych

mocniny mdzeme voci prvym dvom ¢lenom radu zanedbat, kedZe prispievaju ku zmene dlzky
len velmi malou mierou. Pre novu dlzku tyCe [; tak mézeme napisat [, = [,(1 + ko)

a Upravou tohto vztahu dostaneme
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ll = lo + loko-,

li =1 — ko (4)
[y '

Ak delime predizenie tyée Al = I, — I, pévodnou dizkou l,, dostaneme deformaciu jednotky

. y . (o ‘o y Al 1y-1 o .
dizky tyce, ktora nezavisi od dlzke tyCe. Tento pomer = % rovny lavej strane druhej
0 0
rovnice (4) nazyvame relativne (pomerné) predizenie ¢
Al
E= l_ . (5)
0

Potom mézZeme vztah (4) napisat v tvare € = ko, kde k ma vyznam koeficientu pruznosti
v tahu. Jeho prevratend hodnota 1/k = E je modul pruinosti v tahu E (Youngov modul).
Ziskany vztah medzi napatim a deforméaciou vyjadrenou relativnym predizenim € nazyvame

Hookeov zakon pre deformdciu v tahu (tlaku)
o = Ee. (6)

Hookeov zakon mbézeme vyuzitim predchadzajucich vztahov napisat aj v tvare
I -1 1F
L ES ”

Modul pruznosti v tahu ma rozmer napatia a vyjadruje priamu Umernost medzi pdsobiacim
napatim a vyvolanou deformaciou. Je to jedna zo zdkladnych veli¢in, ktora charakterizuje
pruzné vlastnosti materidlu, okrem iného zavisi aj od teploty.

Deformacia v tahu sa uplatriuje aj pri ohybe tyce. Pri urCovani modulu pruznosti v tahu
z priehybu tyée sa vychddza z popisu deformdcie telies ohybom. Deformdcia ohybom
(priehybom) je zloZitejSou formou deformacie v tahu (tlaku).

Na popisanie deformacie ohybom uvaiujme rovnorodd ty¢ sdizkou [ skonstantnym
prierezom po celej dizke, ktora je na jednom konci upevnend a na druhom konci zatazena silou
F (Obr. 2.a). Sila F p6sobiaca na jej druhom konci vyvolava jej priehyb. Prehnutie tyce vplyvom
jej vlastnej hmotnosti bude velmi malé, a preto ho méZeme zanedbat. Ak si ty¢ rozdelime
na tenké vrstvy, ktoré su zloZzené z jednotlivych vildkien rovnobezZnych s osou tyée, na obrazku
(Obr. 2.a) vidime, Ze horné vrstvy sa predlZuju, pretoZe si namahané tahom, a spodné vrstvy
skracuju v dosledku namahania tlakom. Niekde v strede tyce preto musi existovat vrstva, ktora
nie je namahana vobec. Je to tzv. neutralna vrstva N, ktora si zachovava svoju pdvodnt dizku.
Neutrdlna vrstva prechadza taziskom prierezu tyce, Cize pri pravidelnych prierezoch ich
stredom. Experimentadlne je mozné polohu neutralnej vrstvy potvrdit pozorovanim ohybu
na priehladnej tycCi napr. z polymetylmetakrylatu, ak sa ohyb tyée pozoruje v polarizovanom

svetle (fotoelasticky jav).
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tah

tlak

a) b)
Obr. 2. a) Schematické zobrazenie ty¢e na jednom konci upevnenej a na druhom konci

namahanej silou F, b) Detail rozloZzenia vnutornych sil

Sila F pobsobiaca na konci tyce vytvori v lubovolnom priereze tyce, ktory je vzdialeny o x
od miesta upevnenia ty¢e moment vonkajse;j sily

M =F( —x). (8)

Pri tomto vztahu predpokladame, Ze ohyb tyce je maly. Pri malom ohybe tyce vektor sily F
a vektor ramenassily (I — x) zvieraju uhol takmer 90°, a preto nemusime vo vypocte momentu
sily vo vztahu (8), ktory je definovany ako vektorovy suéin medzi ramenom, na ktorom sila
pbsobi a silou, uvazovat uhol medzi nimi, lebo sin 90° = 1.

Vodéi tomuto momentu vonkajsej sily, ktory sa transformuje na moment vnutorne;j sily, pésobi
v priereze ty¢e moment vnutornych sil pruznosti, ktory je vytvarany vnatornymi silami, ktoré
pbsobia medzi jednotlivymi Casticami materidlu tyCe a snaZia sa ty¢ udrzat v rovnovahe.
V rovnovainom stave prehnutej ty¢e su moment vonkajsej sily a moment vnutorny sil
pruznosti v rovnovahe, to znamen3, Ze vektory uvedenych momentov sil st rovnako velké, ale
opacne orientované.

Aby sme nasli stvislost medzi momentom vonkajsej sily a momentom vnutorne;j sily, ktoré
posobia na prehnutd ty¢, vyberme si maly kuasok prehnutej tyce vo vzdialenosti x od
upevnenia tyce (Obr. 3.a).

Pri malom prehnuti ty¢e bude mat vldkno neutrdlnej vrstvy tvar kruhového obluka
s polomerom krivosti r, ktorého dizka bude s, pricom dizke s na kruhovom obluku prislicha
rovinny uhol ¢. Pred prehnutim ty¢e mali v tejto Casti ty¢e vSetky vldkna vrstiev dizku s.
Po prehnuti tyée sa viak vldkno vo vzdialenosti u nad neutralnym vldknom prediZi o nejaku
vzdialenost. KedZe vsetky vldkna prehnutej tyce vidime pod rovnakym rovinnym uhlom ¢,
moézeme dizku vidkna s neutrélnej vrstvy vo vzdialenosti r od stredu obltika vyjadrit v tvare

S=re (9)
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a di7ku vldkna s, vo vzdialenosti u od neutrdlneho vlakna vyjadrit v tvare
sy = (r +we. (10)
VySetrované vlakno vo vzdialenosti u od neutralneho vldkna sa teda predizilo o
As = sy —s=(r+u)e —re = uep. (11)

Ak pouzijeme vztah (5) pre relativne predlZenie £, m6Zeme relativne predlZenie vySetrovaného

vlakna vyjadrit v tvare
u

Toto relativne prediZenie je vyvolané napatim v tahu. Ak predpokladdme, Ze priehyb tyée sa
odohrdva v medziach pruznej deformacie, ktord je popisand Hookeovym zdkonom danym

vztahom (6), mdZeme pre normalové napatie vo vysetrovanej vrstve vldkna napisat
u
og=FEec= E?. (13)

Zo vztahu (13) vyplyva, Ze s narastajucou vzdialenostou od neutradlneho vldkna sa napatie
vo vlaknach tyCe zvacsuje. Pod neutralnym vlaknom sa meni tah na tlak. Normalové napatie

v tlaku sa pod neutrdlnym vldknom riadi tou istou rovnicou (13).

1 :‘_
o
<

r

ds

] \N uzI u ¢
A T B
I f ds/~<~ ,/
Uy R

VS
. . dg™
>
® a v Y
a) b) c)

Obr. 3. K popisu odvodenia pre ohyb tyce a) bocny pohlad na vyrez tyce b) pohlad na prierez
tyce, c) boc¢ny pohlad na neutralnu vrstvu tyce

Ako je naznacené na obrazku (Obr. 2.b), vSetky napatia nad neutralnym vldknom vytvaraju
vyslednu silu F, a vsetky napatia pod neutrdlnym vldknom silu F{. Ak nema byt neutrdina

vrstva namahana, musi platit
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Pomocou normalového napétia daného vztahom (1), ktoré sa v diferencidlnom tvare rovna

dF .. , . C A . . Y
o = 5 mozeme elementarnu silu dF, ktora posobi na elementarnu plochu prierezu tyce dS,

vyjadrit v tvare

E
dF = odS = — udsS. (15)
r

Zo vztahu (14) vyplyva, Ze v priereze tyce je vyslednica vSetkych sil pdsobiacich na prehnutu
ty¢ rovnd nule. Z uvedeného vyplyva, Ze aj vyslednica elementdrnych sil pésobiacich v priereze
tyCe musi byt nulova, a preto musi platit

Uz U U
E E
F=de= f—udSz—fudSzO, (16)
r r
—Uuq —Uuq —Uq

kde —u; a u, st vzdialenosti krajnych vrstiev od neutrélnej vrstvy. Aby bol vztah (16) platny,
musi sa integral v nom rovnat nule. Je mozné ukazat, Ze integral vo vztahu (16) je rovny nule,
ak neutrdlna vrstva (plocha) prechadza taZiskom prierezovej plochy. A to je dokaz tvrdenia,
ktoré bolo uvedené vyssie, Ze neutralna plocha (vlakno) prechadza taZiskom prierezu tyce.

Kazda elementdrna sila dF vytvara vzhladom k osi N (Obr. 3.b), ktord nazyvame neutrdlnou

osou, elementdarny moment vnutornej sily dM,,, ktory je rovny
E
dM, = udF = — u*dS. (17)
T

Celkovy moment vnutornej sily M, vzhladom k neutrdinej osi vypocitame ako integral
poslednej rovnice cez vysku prierezu tyce, t. j.
Uz

I= J u*ds (18)

—uy

sa nazyva ploSny moment zotrvacnosti prierezu ty¢e vzhladom na neutrdlnu os a pomocou

neho méZeme vyjadrit celkovy moment vnutornej sily M,, v tvare

E1l

M, = (19)

—-
V rovnovdzinom stave prehnutej tyCe je celkovy moment vnutornej sily M, vzhladom

na neutralnu os tyCe rovny momentu vonkajsej sily M, t. j. M, = M, a potom

El
— = (- x)F. (20)
r

Délezitym parametrom pri priehybe tyce je velkost priehybu y, ktory je vytvoreny momentom
vonkajsej sily M. Ak nahradime obluk krivky, do ktorého sa prehne niektoré neutrdlne vldkno

kruhovym oblukom polomeru r a so stredovym uhlom de, ktory je totoZny so zmenou uhla ¢,
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ktory zviera dotyénica k obliku s osou X pri zvolenom usporiadani stradnicovych osi, je dizka
obluka ds = rde¢ (Obr. 3.c). Pri velmi malom priehybe méZeme uvazovat, Zze ds = dx (pre
dobré grafické znazornenie situacie sme volili na obrazku vacsi priehyb), a potom pre tangens
uhla ¢ plati tge = dy/dx. Privelmi malom uhle je tgp = ¢, takie ¢ = dy/dx a pre polomer

krivosti r m6Zeme napisat

1 dp dp d/dy\ d° )
r ds dx dx\dx/ dx?’ (21)

Ak z rovnice (20) vyjadrime r a dosadime do vztahu (21), dostaneme diferencidlnu rovnicu
ohybovej Ciary v tvare

&y - (22)
dxz  EIS
Integraciou tejto rovnice (22) dostaneme
dy Flx Fx?
Rovnica (23) udava smernicu dotycnice ohybovej Ciary v mieste x. Integracna konstanta C; sa
urci z okrajovej podmienky, ak poloZime x = 0, potom (%) = C1 = 0, pretoZe smernica
xX=

doty¢nice v mieste upevnenia je nulovd. Daldou integraciou dostaneme

_le2 Fx3
"~ 2EI  6EI

y + C,. (24)

Integracnu konstantu C, urcime z okrajovej podmienky. Ak x = 0, potom (y),—o = C, =0,
pretoZe priehyb v mieste upevnenia je nulovy. Ohyb tyée y na volnom konci, ¢ize pre x = [

zatazenom silou F bude

FI3

y

Ako vidime zo vztahu (25), meranie ohybu ty¢e umoiniuje experimentalne uréit modul
pruznosti v tahu E, ak pozname dizku deformovanej tyée [, ploény moment zotrvaénosti
prierezu tyce I, velkost priehybu tyce y a velkost deformujucej sily F.

Jednou z moznosti ako realizovat experiment podla vyssie uvedeného odvodenia je upnutie
tyCe do zverdka akoniec tyce zatazovat silou F (to odpovedd meraniu ohybom). Inou
moznostou je merat priehyb tyce.

Ak merant vzorku, material v tvare hrubgej tye s obdiZnikovym prierezom s vykou b a $irkou
a podoprieme na dvoch koncoch britmi, ktorych vzdialenost je L a uprostred nich ty¢ zatazime

silou F, méZeme v pOsobisku sily pozorovat priehyb y (Obr. 4). Ked dosadime do vztahu (25)

b
zal = L/2,F = mg/2 azaploSny moment zotrvaCnosti prierezu ty¢e I = [* u®adu = 1—12ab3,
2
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a nasledne z neho vyjadrime E, tak dostaneme vztah pre modul pruznosti tyée obdiZnikového
prierezu v tvare
g gLl® m
"~ 4ab3y’

(26)

material

1
1
i
1
skimany !
1
1
1
1

odchylkomer

podpera

zavazie

Obr. 4. Ty¢ podopreta na dvoch britoch a zatazena silou F

Pre ty¢ kruhového prierezu (kde d je priemer tyce) je ploSny moment zotrvacnosti I vzhfadom
na ohybovu os rovny I = % a pre modul pruznosti tyée s kruhovym prierezom plati vztah
4913 m

T 3mdty (27)

Zo vztahov (26) a (27) vyplyva, Ze priehyb y je priamo uUmerny velkosti pdsobiacej
deformujlcej sily F, respektive hmotnosti m. Na zaklade tychto rovnic mézeme merat modul
pruznosti E, ak odmeriame rozmery tyce a, b, vzdialenost britov L a zavislost priehybu

na posobiacej sile.

Pomécky
Sada zavazi, mikrometrické meradlo, dizkové meradlo, odchylkomer, vy$etrované materialy

v tvare tyce, konstrukcia na uchytenie ty¢i a odchylkomera, stojany a zavesny systém.

Postup merania

1. Priamym meranim uréime vzdialenost medzi podperami L a uréime Standardnu
neistotu merania dizky o, pri¢om jej hodnota priblizne zodpoveda zmax/\/g, kde
Zmax j€ hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.

2. Priamym meranim uré¢ime charakteristické rozmery prierezu vysSetrovaného
materialu tvaru tyCe a, b. Namerané hodnoty zapisujeme do tabulky 1.

3. Odchylkomer umiestnime do stredu medzi dve podpery a nastavime ho tak, aby
pri zdkladnom zatazeni tyée (dané zatazou prazdneho zdvesného systému

na zatazovanie materidlu, na ktory kladieme zavazia) ukazoval nulu.
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Tabulka 1.

a; (m) | A%,= (a;— @)?*(m?) | b; (m) | Aj,= (b; — b)*(m?)

n

2 _
T
i=1

Ql
I
>
SN
I
Sl
I

4. Zmeriame teplotu miestnosti t;.

5. Pomocou digitalnych vah odvazime hmotnost pouzitych zdavaZzi. Skimanu tyc
z daného materidlu postupne zataZujeme zavaziami, ktoré ukladdme na zavesny
systém. Meriame priehyb tyce y, ktorého hodnotu od¢itame z odchylkomera.
Meranie uskutocnime pre 10 roznych zataZzeni ty¢e. Namerané hodnoty zapisujeme
do tabulky 2.

Po dokonceni merania opat zmeriame teplotu miestnosti t,.
Meranie opakujeme pre ro6zne materidly (med, ocel, drevo, ...).
Tabulka 2.

i | mae | FOD | oy | k=2 kg™ | 4= (- R)*(m? kg ™)
1
2
n

n

k= ZAIZQ = ...
i=1
Vyhodnotenie merania
1. Znameranych hodnét rozmerov tyce a;, b; vypocitame ich stredné hodnoty ab a
stredné kvadratické odchylky aritmetického priemeru oy, 0.
Vysledky uvddzame vtvare a = (a + 0;), b = (b + 03), L = (L + o%).
Linearitu zavislosti priehybu tye y od zataZzenia m overime tak, Ze ich namerané
hodnoty vynesieme do grafickej zavislosti y = f (m).
Pre kazdé zataZenie tyce vypocitame konstantu Umernosti k; = y;/m;.
5. Ur¢ime aritmeticky priemer k, jeho $tandardnu neistou or avysledok uvadzame

vtvare k = (k + o3).
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6. Vypoditané aritmetické priemery pre priamo merané veli¢iny a, b, k,L dosadime
do vztahu (26), pricom pomer m/y vo vztahu nahradime prevratenou hodnotou
konstanty Umernosti 1/k auréime hladany modul pruinosti E vysetrovaného
materialu

Uy

ZS
E == g__ =.
4ab3 k

7. Pouzitim metddy na uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny nadjdeme

neistotu E pomocou neistdt priamo nameranych veli¢in podla vztahu

oe = () @+ (2) @02+ (2) @+ (22) @

kde pre jednotlivé parcidlne derivacie platia vztahy

0E _ 3gL?1 0E _ gL® 1
L 4ab3k’ da  4a?b3k’
0E _  3gL®1 0E _ gL 1
b 4ab*k’ dk  4ab3 k2?2’

Uréime, ktord z velicin prispieva k vyslednej neistote veli¢iny E najva¢Sou mierou.
Finalny vysledok merania modulu pruznosti v tahu uvedieme v tvare E = (E + o).
Porovname nas vysledok merania modulu pruznosti v tahu E s tabulkovou hodnotou
E; (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu

_|E—E{

& i 100 %.
t

B. Urcenie modulu pruznosti v Smyku statickou metédou

Modul pruznosti v Smyku, nazyvany aj modul torzie, méZeme urcit napriklad z konkretizacie
Hookeovho zakona pre deformdaciu v Smyku. O deformdcii pruznych telies Smykom hovorime
vtedy, ked' sa jednotlivé vrstvy namdhaného materidlu posuvaju po sebe bez toho, aby sa
menila ich vzajomna kolma vzdialenost h. Takato deformacia nastava, napriklad ak posobi sila
F v smere dotycnice na rovinu hornej steny hranola s obsahom S a vznikd posunutie hornej
podstavy voci dolnej o vzdialenost u. Vyska hranola h je dostatocne velkd, aby nenastala
deformacia ohybom (Obr. 5).

ot

P
_____i/: R

¥

F

Obr. 5. Deformacia Smykom
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P6sobenim dotycnicovej (tangencialnej) sily F na hornu stenu hranola s obsahom S vznika
Smykové, tangencidlne napatie 7. Deformacia zdvisi aj na velkosti plochy S, na ktoru
dotycnicova sila pésobi a urcuje tangencidlne napatie

F

TZE. (28)

Pre deformaciu Smykom ma Hookeov zakon pre Smyk tvar
T=GYy. (29)

G je modul pruznosti v Smyku. Je to materidlovd konstanta, ktord ma rozmer napatia a jej

2 = Pa). Vplyvom pdsobiacej sily sa dizky jednotlivych stran hranola

jednotka je pascal (N m~
nemenia, dojde vSak ku skoseniu y, ktoré sa nazyva relativne posunutie (skosenie) horne;j
zakladne vzhladom na dolnd. Uhol y modZeme vyjadrit pomocou funkcie tangens ako
tany = % . Ak je vSak uhol y maly, pre funkciu tanges platitany = y. Pre malé skosenia m6zeme

potom relativne posunutie y vyjadrit v tvare

Y= (30)

u
hl
kde u je posunutie rezu hranola rovnobeiného s podstavou a h je vzdialenost rezu
od podstavy. Hookeov zdkon pre deformaciu v Smyku ma vyuzitim vztahov (28) a (29) tvar

1F

Priame vyuzitie Hookeovho zakona na uréenie modulu pruznosti v Smyku je pomerne malo
praktické a prislusna metdda aj malo presna. Preto sa modul v Smyku castejSie urcuje z torzie
tyCi alebo drétov. Pri torzii je totiz kazda Cast vzorky namahana iba Smykom a pritom, i ked'
Smyk v kazdej Casti vzorky je pomerne maly (lezi hlboko pod mierou Umernosti deformacie
a napatia), vysledny uhol stocenia vzorky moze byt velky a teda dobre meratelny. Torzna
deformadcia je zloZitejSim pripadom deformdcie v Smyku. Jednotlivé prieéne vrstvy telesa sa
krutenim vzajomne natdacaju.

UvaZujme drdt alebo ty¢ tvaru valca s dizkou L arovnakym prierezom po celej dizke
s priemerom d, ktora je na jednom konci upevnend. Na druhy koniec ty¢e pésobime krutiacim
momentom sily M, ktorého smer je rovnobeiny s osou tyce (drétu). Tento moment sily M
vyvolava $mykovu deforméciu kazdého pozdizneho vldkna dizky L a elementarneho prierezu
dS (Obr. 6). Sledované deformované vlakno je vo vzdialenosti  od torznej osi predstavovanej
neutralnym vldknom, ktoré sa pri krdteni nedeformuje. Pri natoceni volného konca tyce
(vplyvom kratiaceho momentu) o uhol skrutenia ¢ sa posunie volny koniec vlakna po kruznici
polomeru 7 oUsek u =r¢@. Smykovy deformaény uhol a =u/L =r¢/L suvisi podla

Hookeovho zékona s tangencidlnym napatim 7 = dF /dS = Ga.
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Obr. 6. Schéma torznej deformdcie tyce s kruhovym prierezom

Celkovy torzny moment sily dostaneme integraciou elementarnych momentov sily po celej

ploche volnej podstavy
G GI
sz sz—(pf r2dS = —¢, (32)
. L Jg L

kde I = f(s) r2dS je plodny moment zotrvaénosti prierezu tyée vzhladom na torznu os. Pre ty¢

s kruhovym prierezom postupujeme pri vypocte I tak, ze plochu kruhu rozdelime na plosné

elementy dS (Obr. 6), ktoré v polarnych suradniciach nadobudaju vyjadrenie
dS =rdp du (33)

a vypocitame prislusny integral

21 d/2 rd*
I = d 3dr = —.
_L B-fo r3dr T (34)

Zo vztahu (32) vidime, Ze torzny uhol ¢ je priamo Umerny torznému momentu M. Konstantu
% nazyvame direkény moment tyée

GI

Statickd metéda merania modulu pruznosti v Smyku vyuZiva torziu tenkej tyce (dr6tu).
Meranie je usporiadané tak, Ze k tyci, ktorej horny koniec je upevneny v drziaku, pripevnime
na druhy koniec kotu¢ s priemerom D a uhlovou stupnicou. Na kotuci je drazka, v ktorej su
vyvedené pevné vldkna na opacnych stranach kotuca cez kladky k miskdm na zataZenie

zavaziami (Obr. 7).
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my

Obr. 7. Schéma meracieho zariadenia pre ur¢enie momentu zotrvacnosti v torzii tyce (drotu)

Na obvode kotuca pdsobia sily kolmo na torznu os vyvolané cez kladky tiaZzou zavazi
o hmotnostiach m; a m,. Pre vysledny torzny (krdtiaci) moment tychto sil plati
M = (my +my)g R, kde D = 2R je priemer kotuca. Aby nevznikla sila vychylujica os
kotuca, volime pocas merania zavazia tak, aby platila podmienka m; = m,. Ak uvedeny
moment sily dosadime do vztahu (32) spolu s vyuzitim vztahu (34), pre experimentalne
uréenie modulu pruznosti dostaneme vztah

_ 169DL my+my

md* @

(36)

Pomécky

Zariadenie na meranie skrutenia tyce, tyée (droty) r6znych materialov, dlzkové meradlo,

posuvné meradlo, mikrometrické meradlo, sada zavazi, digitdlne vahy.

Postup merania

1. Odmeriame teplotu prostredia bezprostredne pred meranim a po merani.

2. Po upevneni tyCe (drotu) do prislusSného meracieho zariadenia, mikrometrickym
meradlom odmeriame priemer drotu d posuvnym meradlom, priemer oto¢ného
kottéa D a dizkovym meradlom odmeriame dizku drétu L. Prislugné veli¢iny meriame
aspon 10-krat na r6znych miestach.

3.  Namerané udaje priemeru tyce d;, priemeru kotuca D;, vzdialenosti L; zapisujeme
do tabulky 1.

4. Urdime aritmetické priemery D, L, d a ich $tandardné neistoty merania 05,01,03-
D

a
5. Vysledky uvddzame vtvare D = (D + 05),d = (d + 03), L = (L + o07).
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Tabulka 1.

i | di(m) AZ,(m?) Dy (m) | Ap,(m?) Li (m) AZ,(m?)

[l
Il

n n n
d = ZA(Zii:... D=.- ZA%i:... ZA%i:...
i=1 i=1 i=1

Ty¢ upevnenl v meracom zariadeni postupne rovnomerne zatazujeme pridavanim

zavazi na obidve meracie misky a meriame prislusny uhol skrdtenia ¢ v zavislosti
od suctu hmotnosti zavazi m; + m,.
Namerané Udaje zapisujeme do tabulky 2.

Tabulka 2.

i my +my (kg) | g(rad) | ki = ¢/(my +my) (rad-kg™) | A (rad?-kg™2)

&
Il
>

&N
Il

Vyhodnotenie merania

1.

Overime linearitu torznej deformacie tak, Ze namerané hodnoty uhla skrutenia ¢
a hmotnosti m vynesieme do grafickej zavislosti ¢ = f(m).
Pre jednotlivé zataZenia drotu urcime konstantu Umernosti k;.
Ur¢ime aritmeticky priemer k a k nemu prislu$ntd neistotu merania oy avysledok
zapiSeme v tvare k = (k + o%).
Hodnotu modulu pruznosti v Smyku G uréime vyuZitim vztahu (36), v ktorom pomer
Mvo vztahu nahradime prevratenou hodnotou konstanty Umernosti 1/12.

_ 16gDL 1

T ndt & o
Do vztahu dosadime priemerné hodnoty priemeru kotuca D, priemeru drotu d, dizky

drétu L a konstanty Umernosti k.
Pomocou metddy pre urCenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny ndjdeme
neistotu merania veli¢iny G pomocou neistdt priamo meranych veli¢in D, L, d podla

vztahu

aG\* ,  (3G\*  (3G\® , (BG\® ,
o= |Gp) i+ Gr) ot + (Ga) i+ Gp)
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kde pre jednotlivé parcidlne derivacie platia vztahy

G _ 16gL 1 0G _ 16gD 1

oD md* k’ oL md* k’
0G _ 64gDL1 0G _ 16gDL 1
ad nds k’ ok mnd* k2

6. Urc¢ime, ktora z tychto veli¢in (D, L, d, k) prispieva k vyslednej neistote veli¢iny G
najvacsou mierou, t. j. ktory zo s¢itancov v rovnici je najvacsi.
7.  Findlny vysledok hodnoty modulu pruznosti v Smyku uvedieme v tvare
G = (G + op).
8. Porovname ndas vysledok merania modulu pruznosti v Smyku G stabulkovou
hodnotou G; (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu
|G — G

& = G—].OO %.
t

C. Urcenie modulu pruznosti v Smyku dynamickou metddou s pouzitim
torzného kyvadla

Jednou z metdd na meranie modulu pruznosti v torzii je dynamickd metdda s pouzitim
torzného kyvadla, kedy je experiment podobne usporiadany ako v ulohe Uréenie modulu
pruznosti v Smyku statickou metddou, ale namiesto kotuca upevnime na koniec tyce (drétu)
teleso, ktorého moment zotrvaénosti I je voli pozdiinej osi ty¢e niekolkokrat vacsi ako
moment zotrvacnosti samotnej tyce. Pod torznym kyvadlom rozumieme teleso (napr. dosku
tvaru kruhu, alebo valec) upevnené v jeho strede na zvislom pruznom vldkne tak, Ze os

sumernosti je totozna s osou vldkna (Obr. 8).

e )

- —¢

Obr. 8. Grafické znazornenie pohybu torzného kyvadla
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Ak vytoCime zavesené teleso zjeho rovnovainej polohy ouhol ¢ (uhol potocenia
z rovnovaznej polohy), po uvolneni sa teleso bude otacat okolo osi drotu. Tento pohyb je
vyvolany torznymi silami, ktorych poévod je v deformdcii vidkna. Moment tychto sil M
vzhladom na os otacania je podla Hookeovho zdkona v kazdom okamihu v hraniciach pruznej
deformacie drétu umerny okamZitej vychylke ¢. KedZe torzné sily posobia proti vychylke,

moment torznych sil ma opacné znamienko ako vychylka, ktord ho vyvolala a plati
M = —M,ep, (37)

kde M, je konstanta Umernosti a nazyva sa direkény moment zévesu alebo torzna tuhost. Jej
fyzikdlny vyznam je moment sily, potrebny na vytocenie zavesu o jednotkovy uhol. Zavisi len
od elastickych vlastnosti zdvesu (modulu pruznosti vSmyku G materidlu zdvesu) a jeho
geometrickych rozmerov.

Ak teleso zavesené na skratenom vldkne pustime, budu ho torzné sily skrateného drétu vracat
do rovnovainej polohy a teleso sa rozkmitd rotaénymi (torznymi) kmitmi okolo osi symetrie
iducej osou periodicky skricaného sa drotu. Pohybova rovnica torzného kyvadla ma tvar

pohybovej rovnice telesa konajuceho rotacny pohyb okolo pevnej osi

M = Igg, (38)

kde M je vektor momentu sil spdsobujucich otadcavy pohyb okolo pevnej osi, It je moment
zotrvacnosti zaveseného telesa vzhladom na os vldakna a & vektor uhlového zrychlenia.
Moment zotrvacnosti vlakna je velmi maly, a preto ho v rovnici (38) méZzeme zanedbat.
Velkost vektora uhlového zrychlenia je definovana vztahom

d?¢

E=—.
de?

(39)
Ked pohybovu rovnicu (38) vyjadrime v skaldrnom tvare M = It¢ a dosadime do nej vztah
(39) dostaneme

Nasledne do rovnice (39) dosadime vztah (37) a vztah (35), a ked neuvazujeme timiace sily
(teda mame na mysli netlmené harmonické kmity), dostaneme po matematickej Uprave
pohybovu rovnicu torzného kyvadla v tvare

d?¢ GI

F‘i‘m(p:(). (41)
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. . GI , . . . , ,
Ak zavedieme substiticiu w? = T ziskame diferencialnu rovnicu druhého radu
T

s konStantnymi koeficientami a nulovou pravou stranou v tvare

d?¢
F + wch = 0. (42)
Jej rieSenie moZeme ndjst v tvare
@ = @y sin(wt + @), (43)

kde ¢ je okamZita uhlova vychylka z rovnovaznej polohy v danom ¢ase t, ¢, je maximalna
uhlova vychylka z rovnovaznej polohy, ¢, je zaCiatoc¢na faza alebo tiez fazova konstanta
a veli¢ina (wt + @) je faza kmitania. Z rovnice (43) vyplyva, Ze torzné kyvadlo vykondva

harmonické kmity s uhlovou frekvenciou

Gl

w = m

(44)
- , . . , . 2 . .
Pouzitim vztahu medzi uhlovou rychlostou a periédou w = Tna naslednou matematickou

Upravou mdzeme z rovnice (44) vyjadrit modul pruznosti G v tvare

4an? Lt
G=——. 45
777 (45)
Ak ako teleso pre torzné kyvadlo vyuZijeme kruhovu dosku (valec) z rovnorodého materidlu,
pre moment zotrvacnosti It bude platit
mD?
8 )

(46)

kde m je hmotnost a D je priemer valca, ktoré mézeme zistit priamym meranim. Meranim
doby kmitu torzného kyvadla o zndmom ploSnom momente zotrvaénosti zavesu torzného
kyvadla I (vztah 34) a znamom momente zotrvacnosti telesa It (vztah 46) vieme urcit modul

pruznosti G. Pre nas experiment hfadany modul pruznosti v Smyku bude mat tvar

16mmLD?
=— (47)

Pomécky

Stojan na upevnenie torzného kyvadla, zaves torzného kyvadla, znamy zotrvacnik (teleso
v tvare kruhovej dosky, valca), stopky, digitdlne vahy, posuvné meradlo, mikrometrické
meradlo.
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Postup merania

1. Opakovanym meranim odmeriame priemer D zaveseného telesa tvaru valca, priemer
d skimaného drotu adizku L zadvesu torzného kyvadla. Hodnoty zapisujeme
do tabulky 1.
Tabulka 1.
i d; (m) Ag,(m?) D; (m) A}, (m?) L; (m) Af,(m?)
1
2
n
n n n
d = zAtZii:'" D= ZA%":.“ L= ZA%i:...
i=1 i=1 i=1
2. Urc¢ime hmotnost m zotrvacnika, torzného kyvadla.
Uréime Standardnu neistotu merania hmotnosti o,,, pricom jej hodnota priblizne
zodpoveda Zp . /V3, kde Z,,., je hodnota najmensieho dielika meracieho zariadenia.
4. Zostrojime meraciu aparaturu podla obrazka 8.

Odmeriame teplotu miestnosti pred zaciatkom merania ako aj po ukonéeni merania.
Kyvadlo uvedieme do pohybu vychylenim telesa o uhol ¢ v horizontélnej rovine, kde
uhol musi byt maly, tak aby platili pre kmity odvodené rovnice. Po rozkmitani kyvadla
vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou metdédou urcime periédu
kmitov torzného kyvadla. Namerané hodnoty peridd zapisujeme do tabulky 2.
Kyvadlo pocas merania nezastavujeme a prislusné hodnoty ¢asu ziskavame pomocou
stopiek s medzicasom. Hodnota t;y v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov, t,,

v druhom riadku tabulky je doba 20 kmitov, atd.

Tabulka 2.
m (kg)

i tiv10 (S) i+5 t(i+5)*10 (S) T; = (t(i+5)*10 - ti*lo)/so (s) A%: (T - TL_)Z(SZ)
1. tio 6. tso Ty = (teo — t10)/50
2. t20 7. t7o T, = (t70 — t20)/50
3. t30 8. tgo
4. tso 9. too
5. tso 10. t100

5

7= > az=
i=1
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Vyhodnotenie merania

1.

Urcime aritmetické priemery priamo meranych veli¢in D, L, d a stredné kvadratické

odchylky aritmetického priemeru o5, 0z, 03 .

. Vypoéitame aritmeticky priemer periédy kmitov kyvadla T, stredni kvadraticku

odchylku aritmetického priemeru 7.

. Vysledky merania uvadzame vtvare m = (m + 0), D = (D + 05), d = (d + 03),

L=(Zi0'i),T=(TiO'7—~).

. Znameranych hodndt vypocitame najpravdepodobnejsiu hodnotu modulu pruznosti

v3myku G s pouzitim vztahu (47), kde za prislusné veli¢iny dosadime ich stredné
hodnoty.

. Pomocou metédy pre uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny najdeme

neistotu G pomocou neistot priamo meranych veli¢in podla vztahu

2 2 2

7o = |25 @+ (29) m+ (22) @+ (25) on + (2 Gt

oD aT

kde pre jednotlivé parcidlne derivacie platia vztahy

G _ 16mmbD? G _ 32mLmD G _ 16mLD?
oL T2a* ’ ap ~ T2a% ’ am ~ T2a% ’
06 _  32mLmD? G _  64mLmD?

aT T3d% ' ad T2d5

6. Uréime, ktora z velicin prispieva k vyslednej neistote veli¢iny G najvaéSou mierou.

7. Vysledok merania uvedieme v tvare G = (G * o;).

8. Porovname nas vysledok merania modulu pruznosti v Smyku G s tabulkovou

hodnotou G; (priloha, tabulka 9, strana 160) pouZitim vztahu

16 -G

£ ——100%.
t

. V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pri¢inach chyb.
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SKUMANIE KMITOV VIAZANYCH OSCILATOROV

Ulohy
A. Urcenie zdkladnej frekvencie kyvadiel a sustavy kyvadiel s elastickou
vézbou a koeficientu vézby

Teoreticky uvod

Najjednoduchsi periodicky kmitavy pohyb je taky, pri ktorom hmotny bod opakovane
prechadza rovnovazinou polohou a pohybuje sa po trajektérii tvaru dsecky. Tento kmitajici
bod sa nazyva linearny oscilator (napr. zavaZie zavesené na pruzine a pohybujuce sa
vo vertikdlnej rovine opakovane zvislo nahor a nadol). Ak poloZime suradnicovd os y
na priamku, po ktorej sa hmotny bod (teleso) s hmotnostou m pohybuje, moéZeme vyjadrit

pohyb linedrneho oscilatora rovnicou
F = —ky. (1)

Sila pruznosti F riadi pohyb, y je vychylka a k je konStanta charakterizujuca pruznu vazbu
medzi telesami (hmotnymi bodmi) posobiacimi na seba silou F' (znamienko minus je v rovnici
z dévodu, Ze orientdcia vektora vychylky oscildtora je opacna ako orientacia vektora sily).
V rovnici (1) méZzeme za silu F dosadit podla druhého Newtonovho pohybového zdkona
F = ma, pricom zrychlenie mézeme vyjadrit ako druhd derivaciu vychylky podla casu.

Po dosadeni dostaneme

d?y
mﬁ = —ky, (2)
d’y k
— — = . 3
dt2 + my 3

Rovnica (3) je diferencidlna rovnica 2. radu s konStantnymi koeficientami a nulovou pravou

stranou a jej rieSenie mdzeme najst v tvare

Y = Ym Sin(wt + @g), (4)
kde y je okamzitd vychylka v danom case t, y,, je maximalna vychylka (amplituda) oscilatora
(hmotného bodu) z rovnovainej polohy, w je uhlovd frekvencia a ¢, je zaciatocna faza.
Jednotkou w je s™1. Z riedenia rovnice (3) vyplyva @ = \/%, @ je zaciatoCna faza uddvajuca

okamzitu vychylku na zaciatku pocitania ¢asu a veli¢ina (@t + @) je faza kmitania. Ak teleso
(hmotny bod) prechadza cez rovnovaznu polohu po priamke tak, Zze vychylka je sinusova

(kosinusova) funkcia ¢asu, tak kona harmonicky pohyb a nazyva sa harmonicky oscilator.
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Ak by sme zanedbali odpor prostredia, v ktorom teleso kmita a nedokonalosti materialu
pruZiny, teleso by vykonavalo netimené kmity. Avsak, v redlnom pripade sa pri kazdom cykle
celkova energia oscildtora zmensSuje o hodnotu, ktord sa spotrebuje na prekonanie
vnutorného trenia v materidli pruziny a celkova energia postupne klesa. Dosledkom tohto javu
nastava postupné zmensovanie amplitudy az do okamihu, ked' sa teleso zastavi v rovnovaznej
polohe, teleso kond timeny kmitavy pohyb.

Ak budeme z externého zdroja dodavat tu cast energie, ktoru oscilator pri kazdom cykle strati,
mobzeme kmitavy pohyb oscildtora udrzat. Vonkajsia sila nie je konstantna, lebo celkova praca
konstantnej sily sa pocas jedného cyklu rovna nule. Vonkajsia sila bude pocas jedného cyklu
konat pracu, iba ak bude menit svoj smer tak, aby posobila vidy v smere pohybu oscilatora.
To nastane napriklad v pripade, ked' ma vonkajsia sila harmonicky, napriklad sinusovy priebeh
F = F,, sin t, kde F,, je amplituda sily, £2 je uhlova frekvencia. Vplyvom vonkajsej sily moze
oscilator konat kmitavy pohyb bez zmeny amplitidy tak dlho, ako dlho p6sobi vonkajsia sila,
t. j. oscilator kona nuteny kmitavy pohyb. Ak ma budiaca sila rovnaku frekvenciu ako vlastné
kmity oscilatora, nastane rezonancia. Ak budiaca sila nema takuto frekvenciu, oscilator kona
nutené kmity v rytme budiacej sily. Tato vonkajsia periodicka sila m6ze mat p6évod vinom
oscilatore, ktory poésobi na prvy oscilator. Takéto oscildtory nazyvame viazané alebo

spriahnuté oscilatory.

Teoreticky budeme skimat dva rovnaké oscilatory (fyzikdlne kyvadla) spriahnuté vazbou,

ktora bude vo forme elastickej Spiraly (elastickd vazba). Kyvadla spojené elastickou Spirdlou

budu kmitat v jednej (vertikalnej) rovine.

0, 0, 0, 0,

Obr. 1. Grafické znazornenie kyvadiel s elastickou vazbou vychylenych a) jednym

smerom, b) na opacné smery, c) jedno na zaciatku v rovnovaznej polohe a druhé vychylené

Vychylime oscildtor 2 z rovnovaznej polohy, zatial ¢o oscilator 1 podriime v jeho rovnovaznej
polohe, a potom obidva uvolnime (Obr. 1.a). Amplitida vychylky oscildtora 2 sa zacne
zmensovat, pretoZe sa Cast jeho energie prostrednictvom vazby prenesie na oscilator 1, ktory
sa zacne kyvat s postupne narastajucou amplitidou (Obr. 2.). Prenos energie z oscilatora 2

(E;) na oscilator 1 (E;) pokracuje az do okamihu, ked' sa oscilator 2 zastavi v rovnovainej
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polohe a oscilator 1 kmitd s takmer rovnakou amplitiudou ako oscilator 2 na zaciatku pokusu.
V tomto okamihu je pohybovy stav oscilatorov prave opacny ako bol povodny stav a dej sa
opakuje pri zmenenych ulohach obidvoch oscilatorov (Obr. 2.). Energia prechadza z jedného
na druhy oscildtor a vplyvom timenia sa mechanicka energia oscilatorov postupne zmensuje.
Pri tomto pohybe dvoch oscilatorov dochadza k tzv. razom, ¢o je Specidlny pripad zloZzeného
kmitania, kedy sa skladaju dve kmitania, ktorych uhlové frekvencie su velmi podobné
(w1 = w,) (viac v matematickom odvodeni nizsie v texte). Amplitida takéhoto vysledného
kmitania sa periodicky zvacsuje a zmensuje. Vo viazanych oscilatoroch dochddza k rdzom aj
v pripade, Ze obidva maju rovnaku periddu, t. j. uhlova frekvenciu. Razy vznikaju vazbou, a ¢im
je vazba tesnejSia, tym rychlejSie sa prenasa energia z oscilatora na oscildtor, a tym su razy

Castejsie.

Obr. 2. Casova zavislost vychyliek y,, y, viazanych oscildtorov 1 a 2 a ich energie E

K razom a k vymene energie nedochadza iba v pripadoch, ked obidva oscilatory vychylime
na zacCiatku rovnako jednym smerom (Obr. 1.b) alebo symetricky v opaénom smere (Obr. 1.c).
V tychto pripadoch kmity nazyvame zakladné kmity alebo tieZ normalne maédy viazanych
oscilatorov.

Ak su oscilatory rozladené (napr. hmotnost oscildtorov je rbézna, maju roéznu vlastnu
frekvenciu, vazbu), tieZ bude nastavat prenos energie. V tomto pripade oscilator, ktory je prvy
vychyleny z rovnovazinej polohy, bude mat najmensiu amplitidu odlisnd od nuly a nulovu
hodnotu dosiahne iba amplitida oscilatora, ktory bol v pokoji na zaciatku.

K teoretickému vysvetleniu budeme uvaZovat pohyb dvoch harmonickych netlmenych

oscilatorov, ktoré su zfyzikdlneho hladiska presne rovnaké. A hoci prakticky budeme
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vysetrovat kmitavy pohyb fyzikalnych kyvadiel, na teoreticky popis ich pohybu staéi pouzit
ktorukolvek podobu pohybovej rovnice (1) — (3) platnd pre netlmeny linearny oscilator.
MozZeme to urobit ztoho dbévodu, Ze priemet okamzitej uhlovej vychylky ¢ kyvadla
do horizontalnej roviny v smere osi y sa prejavi ako okamzitd vychylka v smere osi y, ¢asovu
zavislost ktorej urcuje riesenie rovnic (1) — (3). Kmitavy pohyb fyzikdlneho kyvadla
s momentom zotrvacnosti I tak moZeme vysetrit ako pohyb linedrneho oscilatora
s hmotnostou m. Charakter rieSenia pohybovej rovnice linedrneho oscilatora je identicky
s charakterom rieSenia pohybovej rovnice fyzikalneho kyvadla zapisanej pomocou uhlovej
vychylky ¢, ktoré sme uviedli napriklad v Ulohe Uréenie momentu zotrvaénosti fyzikdlneho
kyvadla (str.64). ZmenSovanie amplitidy kmitania kyvadla v dosledku tlmenia (najma
v lozZiskach, odpor vzduchu) zanedbame.

Ak nie je medzi oscildtormi vazba, tak takéto nezavislé oscilatory sa pohybuju jednoduchym

kmitavym pohybom a pre oscilatory platia nasledujice pohybové rovnice

d?y,
Mgz = T
(5)
d?y,
m 12 —kys,.

Kde m su hmotnosti kmitajucich oscilatorov, y; a y, su suradnice v priamkach, po ktorych sa
pohybujui hmotné body (v rovnovaznej polohe oscilatorov volime zaciato¢né hodnoty tak, aby
odpovedali zaciatku suradnicovej sustavy y; = 0, y, = 0). Obidva oscilatory konaju podla

, . . . k , , .
rovnic (5) harmonické kmity s uhlovou frekvenciou w = /;, ktord nazyvame vlastna

frekvencia oscilatorov.

Ak medzi oscilatory vlozime vazbu, oscilatory na seba p6sobia prostrednictvom vazby (napr.
elastickej Spiraly, pruziny) rovnako velkymi silami opa¢ného smeru F; = —F,. Tato vazba sa
nazyva aj pruzna asily su uUmerné rozdielu vychyliek obidvoch oscilatorov
F, = F, = ki(y,—y1). Ak je medzi oscilatormi, s ktorymi sme uvaZovali v rovniciach (5)

vazba, tak pre oscilatory platia nasledujice pohybové rovnice

d?y
m dtzl = —ky, + k1 (y2—y1),
(6)
d?y
m dtzz = _kyZ - k1(}’2 _yl)'

kde k; je tuhost vdazby medzi oscilatormi. Podla tretieho Newtonovho pohybového zdkona,
zakona akcie a reakcie, je sila, ktorou posobi jeden hmotny bod na druhy rovnako velka,
opacne orientovana ako sila ktorou pdésobi druhy hmotny bod na prvy, preto ma druhy ¢len

v rovniciach (6) opacné znamienka. Budeme riesit tuto sustavu dvoch linearnych
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diferencidlnych rovnic (6) druhého radu s konsStantnymi koeficientami. Preskimanim
zakonitosti takéhoto systému ziskame prehlad o kmitavych dejoch v [ubovolnom systéme,
opisanom diferencidlnymi rovnicami uvedeného typu (napr. spriahnutych elektrickych

obvodoch). Rovnice (6) s€¢itame a od¢itame, a tym ziskame dve samostatné rovnice

d*(y1 + y2)
m—gtz 22 = —k(y, + y2),
(7)

d? 1 —¥2)
m—

122 = —(k + 2k1) (1 — ¥2).

Zavedieme substittciu (y; + y,) = x4, (y1 — ¥,) = x, a dostaneme rovnice

d?x,
m e = —kxq,
(8)
d?x,
m dtz = _(k + Zkl)xz.

. . - . I ,k ,k+2k .
Dostali sme rovnice harmonickych kmitov s frekvenciami w; = —aw; = - L ktoré sa

skladaju. Frekvencie w,, w, nazyvame zakladné frekvencie viazanych oscilatorov a rovnice (8)

moZeme pomocou frekvencii w,, w, napisat v tvare

d?x;
dtz - _wlxll

(9)
d?x, o

Vseobecné rieSenie diferencidlnych rovnic (9) ma tvar

X, = A;sinw, t + A, cos w4 t, (10)
X, = Bysinw,t + B, cosw, t,

kde A;, A,, By, B, su integracné konStanty dané pociato¢nymi podmienkami kmitavého
pohybu.
Pre hladané vychylky plati

1
Vi =E(Alsinw1t+A2 coswqt + By sinw, t + B, cosw, t),
(11)
1
y, = E(A1 sinw;t+ A,cosw;t — By sinw,t — B, cosw, t).

Integracné konstanty A,, A,, B;,B, urlime zo zaliato¢nych podmienok nasledovne.

Ak kyvadld budeme vidy pustat z pokoja, teda vcéase t =0s su oscilatory v pokoji,
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. . o . . d d L ., . dy; d , .
ich rychlosti su rovné nule, t. j. % = f = 0. Vyjadrime derivacie % a % z rovnic (11), tieto

polozime pre t = 0 s rovné nule a dostaneme rovnice

O - A1(‘)1 + Bl(l)z,

(12)
0= A1(‘)1 - Bl(l)z.

KonStanty w;, w, su rézne od nuly, takZe z rovnic (12) vyplyva, Ze A; = B, = 0.

a)

Akv ¢aset = 0 s vychylime oscilatory rovnakym smerom do hodnoty y; = y, = y,, (Obr. 1.b),
kde y,, je maximalna vychylka oscilatora, tak z rovnic (11) a podmienky pre nulovu zaciatoénu
rychlost (A; = B; = 0) vyplyva, Ze A, = 2y, B, = 0 a pre vychylky oscilatorov v tomto
pripade plati

Y1 = Y2 = YmCOSwq L. (13)

Oscilatory kmitaju suhlasne s tou zakladnou frekvenciou viazanych oscilatorov, ktora je rovna
ich vlastnej frekvencii w;. Kyvadld maju v ktoromkolvek okamihu rovnakud vychylku, ¢ize sa

vazba medzi nimi neuplatnuje.

b)
Ak v ¢aset = 0 s vychylime oscilatory na opacné strany do hodnoty y; = —y, = y,, (Obr. 1.c),
potom z rovnic (11) a podmienky pre nulovu zaciatocnu rychlost (A; = B; = 0) dostaneme

A, =0, B, = 2y, a pre okamZité vychylky oscildtorov v tomto pripade plati

Y1 = YmCOS w5 t,

Y2 = —YmCOS w, t.

(14)

Obidva oscilatory kmitaju s rovnakou uhlovou frekvenciou w, (w, > w4), €o je druhd
zakladna frekvencia viazanych oscilatorov. Kmity oscilatorov su navzajom fazovo posunuté
o 1. Obidve kyvadld sa pohybuju v protifaze (ked' md jedno maximalnu vychylku vpravo, druhé

ma maximalnu vychylku vlavo) s rovnakou amplitudou.

c)
Jeden oscildtor nechdme na zaciatku v rovnovaznej polohe a druhy vychylime o y,, (Obr. 1.a),

t.j.vcaset =0s budey; =0, y, = Y. Zrovnic (11) a podmienky pre nulovi zaciatocnu

rychlost dostaneme A, =y, B, = —y, apre vychylky jednotlivych oscilatorov platia
rovnice
V= y7m (coswqt —cosw, t),
(15)

Yo = )%m (cosw, t + cosw, t).
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Matematickou Upravou pouzitim suctovych vzorcov pre kosinus dostaneme

(16)
0)2 - (1)1 0)2 + (1)1
Y, = (ym c0S——— t) c0S ————
2 2
Do rovnic (16) zavedieme substituciu
_ Wy T Wy
w3 —
(17)
Wt w
Wy = —
a matematickou Upravou dostaneme rovnice v tvare
V1 = (Y Sinws t) sin wy t, (18)

YV, = (Y COS w5 t) COS Wy t.

Vysledné kmitanie moZno povaZovat za harmonické s periodicky meniacou sa amplitudou.
Hovorime, Ze vznikaju rdzy. Su to kmitavé pohyby s jednoduchym fyzikadlnym vyznamom, ked'
frekvencie w;, w, su velmi podobné (rozdiel frekvencii w; — w, nie je velmi velky), ¢o
pri viazanych oscilatoroch predstavuje slabu vazbu k; < k. Z toho vyplyvaju nasledujuce
predpoklady, pri ktorych mézeme pozorovat razy, w; = w,, W, — W, K W1, W4,z Coho plynie,
Ze w3 K wy.

Zo vztahu (18) vidime, Ze amplituda kyvadiel sa meni harmonicky s casom, hovorime, Ze je
modulovana. Uhlovu frekvenciu ws; nazyvame modulacna uhlova frekvencia. A prislusnu

periddu nazyvame modulaéna peridéda, pre ktoru plati

2T 4m

Tg=—=——.
3 W3 Wy — W (19)

Amplituda prvého kyvadla sa meni s ¢asom podla vztahu (y,sin ws t) = yypcos(wst — m/2).
Modulovanie amplitud je posunuté o 1/2 (alebo o Stvrtinu periddy) a obidve kyvadla kyvaju
s periédou

21 4m

T,=—=—.
4 Wy Wy + wq (20)

Na obrazku (Obr. 2) mézeme sledovat ¢asovu zavislost kmitov obidvoch viazanych oscilatorov
aich energie. Doba za ktoru nastane vymena energie z jedného kyvadla na druhé a spat sa

rovna peridde razov

h=F0F=—r—"mH. (21)
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Pre uhlovu frekvenciu razov plati w, = 2w; = w, — w4. Frekvencia vymeny energie medzi
. 1, . o . . . .
kyvadlami je f. = P Vase t = 0s je amplituda kmitov druhého kyvadla nulova a prvého
r

kyvadla je maximdlna a postupom c¢asu amplitida kmitov druhého kyvadla narasta aje
maximalna pre taku dobu tg, pre ktoru plati

T: i1
tE = ? = m . (22)

Je to doba vymeny energie, pocas ktorej prvé kyvadlo odovzdalo svoju energiu druhému,
pricom tato vymena energie medzi kyvadlami prebieha neustale.
Vysledné kmitanie kazdého oscilatora méZzeme povazovat za sinusové s vysokou frekvenciou
w,, ktorého amplituda (y, sin w; t), respektive (y, cos wst), nie je konstantnd, meni sa
medzi nulou a yy, s nizkou frekvenciou ws. Vznikaju teda razy. Vysledné kmitanie kazdého

2T

oscilatora ma periodu T, = w—“ a jeho amplituda vychylky sa meni s velkou periédou T; = —
4 3

Amplituda vychylky prvého oscildtora sa meni s funkciou sinw;t adruhého oscilatora
s funkciou cos w5 t, minimum vychylky prvého oscilatora je v okamihu maximalnej vychylky
druhého oscilatora.
. o “: ky S N
Na vyjadrenie sily vazby pouzivame pomer y = e hazyvany stupen vazby. Pomocou
1

zakladnych frekvencii viazanych oscilatorov w; a w, alebo zakladnych periéd T; a T, mdézeme
stupen vazby vyjadrit nasledovne

ki  wi-wi TE-T;

(23)

Stupen vazby viazanych oscildtorov méZzeme taktiez vyjadrit pomocou periédy T, kmitov
kazdého oscilatora a periddy razov T} (alebo uhlovych frekvencii w, a w;)

4w, wy 4T,T.
y = —

T OF 4wl TP+ ATE (24)

A. Urcenie zakladnej frekvencie kyvadiel a sustavy kyvadiel s elastickou
vazbou a koeficientu vazby

Viazané harmonické oscilatory mézeme realizovat pouzitim dvoch fyzikalnych kyvadiel, ktoré
kmitaju v tej istej rovine (Obr. 3). Kyvadla su zostavené z kovovej tyCe s valcom, ktorého
poloha sa da menit jeho postvanim po tyci, a tym mobzeme menit frekvenciu kmitov kyvadiel,
t. j. dobu kmitu.

Vazbu realizujeme pouzitim ocelovej pruziny, ktorej konce mbzeme upevnit na tyciach
v roznych vzdialenostiach od osi otacania (0, 0,). Na kazdej tyci je umiestneny posuvaci
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valcek s upinacou skrutkou a ockom na prichytenie ocelovej pruziny. Aby bola vizba slab3,
musi byt tuhost pruziny k; v rovnici F; = k,(y,—Yy;) ovela mensia ako tuhost k (konstanta
charakterizujuca pruzna vazbu telesa/kyvadla so zavesom) z rovnic (5). Postvanim pruziny
smerom nadol od osi otd¢ania sa vdzba zosilfiuje, smerom nahor zoslabuje. Rdm, na ktorom
mame kyvadla upevnené, musi byt pevny, aby svojimi pohybmi nerealizoval dalsiu vazbu
medzi kyvadlami. Zariadenie na meranie sa minimalne odliSuje od tej, ktori sme teoreticky
skimali. Ale pri malom pocte kmitov, aby sme mohli zanedbat timenie a pri malom rozkmitne,

splia poZiadavky, s ktorymi sme uvaZovali v teoretickej Casti.
0, 01

- B .

Obr. 3. Schéma zariadenia na skimanie spriahnutych oscilatorov

Pomécky

Meracia aparatura, ktorej sicastou su dve fyzikalne kyvadla s moznostou prichytenia vazby,

elasticka vazba (pruZina), stopky, dizkové meradlo.

Postup merania
1. Vo vsetkych pripadoch merania doby kmitu kyvadlo uvedieme do pohybu tak, aby
amplituda (uhlova vychylka z rovnovaznej polohy) bola v intervale 5° az 10° od zvislej
polohy kyvadla. Kyvadlo by malo kmitat iba v rovine kolmej na vodorovnu rovinu.
Po rozkmitani kyvadla vo zvolenej krajnej polohe spustime stopky a postupnou
metddou urcéime periddu kmitov. Kyvadlo po€as merania nezastavujeme a prislusné
hodnoty ¢asu ziskavame pomocou stopiek s medzi¢éasom. Namerané hodnoty ¢asu
zapisujeme do tabulky 1, kde hodnota t;, v prvom riadku tabulky je doba 10 kmitov,
t,o vdruhom riadku tabulky je doba 20 kmitov, atd. Podobny zapis urobime

pre vSetky pripady meraného kyvadla.
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Tabulka 1.

L (m) m (kg) a; (m)

Skdmany
pripad

~.

ti10 (8) | 145 | tiesyao (8) | Ty = (tasyero — ti10)/50 (s) | A?= (T — T;)%(s?)

1. t1o 6. teo Ty = (teo — t10)/50
2 t20 7. t70 Ty = (t70 — t20)/50
4, tao 9. too
5. tso 10. t100

A

~
Il
I

Odmeriame zakladné rozmery spriahnutych kyvadiel, t. j. vzdialenost zdvaZia od osi
otdcania [ a hmotnost m zdvaZia. Vzdialenost zdvaZzia od osi otacania [ volime
pre oba zavesy rovnaku.

Urcime Standardné neistoty merania hmotnosti g,,, a vzdialenosti zavazia o; pricom
ich hodnota priblizne zodpovedd z,.¢/V3, kde Z .« je hodnota najmensieho dielika
meracieho zariadenia.

Meranie realizujeme najskdr pre neviazané oscilatory. Posuvné valce nastavime
na tyCiach kyvadiel do rovnakej vzdialenosti [ od osi otdcania a odstranime pruZzinu.
Meranim overime, ¢i je zhodnd doba kmitu obidvoch kyvadiel. Ak sa doba kmitu
nebude zhodovat, posunieme valec na jednej z tyéi tak, aby sme vramci chyb
merania ¢asu dosiahli uspokojivi zhodu.

Meriame vlastnu dobu kmitu oboch oscilatorov, t. j. periddu T; jedného z kyvadiel.
Pozn.: Po urleni periédy T, priddme elasticku vizbu (pruZinu). NajlepSiu zhodu
dosiahneme, ak bude frekvencia w priblizne 20-krdt vicsia ako w,, CiZze doba kmitu
kazdého oscilatora T, priblizne 20-krdt kratSia ako doba T; medzi dvoma po sebe
iducimi minimami kmitov jedného oscildtora.

V rovnakej vzdialenosti a; od osi otacania upevnime na obidve kyvadla elasticku
vazbu. Pri prvom merani si zvolime polohu vizby priblizne v polovici dizky tyce.
Vychylime obidve kyvadla na jednu stranu (Obr. 1.b) orovnaku vychylku y,,
(o rovnaky uhol) a sucasne ich pustime. Meranim periddy jedného z kyvadiel uréime
dobu kmitu oscilatorov Ty;. Porovhame hodnotu doby kmitu ziskand meranim
bez vazby (krok 5 v postupe merania) s hodnotou ziskanou meranim s vazbou.
Pozndmka ku presnosti merania: Rovnost déb kmitu oboch kyvadiel je nutnou
podmienkou k presnému meraniu. Potom sa dd pri porovnani déb kmitov T;
oscildtora bez vézby a oscildtorov viazanych a kmitajucich rovnakym smerom

a priovereni druhého vztahu (17) dosiahnut presnost 1 %. Pri overovani prvého
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10.

11.

12.

13.

14.

vztahu je chyba okolo 10 %. Presnost merania doby kmitu T3, z ktorej sa urci ws, je
ovela mensia ako presnost merania ostatnych déb kmitu. Hodnotu Ts je potrebné
urcit ako dobu medzi dvoma za sebou nasledujiucimi minimami amplitud vychylky
oscildtora, ale stanovit presny okamih minima amplitudy je taZsie. Presnost merania
T5 sa nedd zmenit ani tak, Ze by sme merali dobu niekolkych rdzov, pretoZe charakter
kmitavého pohybu byva v danom usporiadani po niekolkych rdzoch vyrazne
naruseny.

Vychylime obidve kyvadld do opaénych smerov (Obr. 1.c) o rovnaku vychylku y,,
(o rovnaky uhol) a sucasne ich pustime. Meriame dobu kmitu T,; jedného kyvadla.
Vychylime jedno kyvadlo o vychylku y,,, druhé podrzime v rovnovdzinej polohe
a sucasne ich pustime (Obr. 1.a). Viazané oscilatory vykonavaju kmitavy pohyb, kedy
sa ich vychylky menia podla vztahov (18). Meriame periédu T,; ako dobu medzi
po sebe nasledujucimi minimami alebo maximami vychylky jedného kyvadla.
Pri urcovani periédy rdzov nepouzivame postupnu metddu.

UrCime Standardnu neistotu merania periddy razov oz, pricom jej hodnota
priblizne zodpoveda z,,.x/V3, kde Z,.x je hodnota najmensieho dielika meracieho
zariadenia.

Vychylime jedno kyvadlo o rovnaku vychylku y,, ako sme zvolili v kroku 9 postupu
merania, druhé kyvadlo podrZime v rovnovainej polohe asucasne ich pustime
(Obr. 1.a). Meriame dobu kmitu T,; jedného z kyvadiel. Alebo meranie Ty; a Ty;
uskuto¢nime naraz.

Vychylime jedno z kyvadiel (druhé ostdva v pokoji) a pustime ho. Kmitajuce kyvadlo
odovzdava energiu druhému kyvadlu. Druhé kyvadlo sa postupne rozkmitdva, az je
jeho vychylka maximalna. Vychylka prvého kyvadla je vtedy nulova. Vsetka energia
presla do druhého kyvadla. Meriame dobu vymeny energie tg;.

Po uréeni period Ty, T, Ty, T, a doby vymeny energie tg pre danu vzdialenost pruziny
od osi otacania a; kyvadlo zastavime a zmenime tuto vzdialenost umiestnenim
elastickej vazby do dalSej vzdialenosti. Pocet tabuliek pre kazida periédu bude
rovnaky, ako zvoleny pocet r6znych vzdialenosti.

Postup veduci k urCeniu peridd oscilatorov opakujeme pre aspon 3 rbzne
vzdialenosti a; osi otaCania a prislusnej elastickej vazby. Namerané hodnoty

zapisujeme do tabuliek.

Vyhodnotenia merania

1.

Pre kazdu tabulku nameranych hodnét uréime aritmeticky priemer periddy kmitov
kyvadla Ty;, T5;, T, a knim prislichajuce stredné kvadratické odchylky
aritmetického priemeru oz , 07,, 07, ;-
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10.

11.

Vysledok urcenia periéd kmitov pre dané parametre spriahnutych oscilatorov
uvddzame vtvare Ty; = (Ty; * o7,,), Toi = (Toi * 07,), Tei = (Tui £ 07,,),
Ty = (Tri * O-Tri)'

Z nameranych a vypocitanych priemernych hodnét prisluinych periéd Ty ;, T,; uréime
pre prislusnu vzdialenost a; prislichajuce parcidlne uhlové frekvencie, hodnoty
zaznamendvame do tabulky 2. Uréime vlastnu uhlovu frekvenciu oscilatorov wq;

a druhd zékladnu frekvenciu oscildtorov w,; vyuZitim vztahu

21
w; =—.
l Tl
Porovnanie zadkladnych uhlovych frekvencii w; a w, realizujeme aj vo forme grafu

w = f(a).

Z urcenych hodn6t zdkladnych uhlovych frekvencii w; a w, dosadenim
do vztahu (23) vypocitame stupen vazby y; pre danu vzdialenost a;.

Pomocou vztahu (17) vypocitame uhlové frekvencie w, a wy,.

Z uréenych hodnét uhlovych frekvencii w, a w, vypolitame stuperi vizby y|
dosadenim do vztahu (24) a porovname hodnoty s meranim v bode 5 postupu
vyhodnotenia.

Vyjadrime zavislost stupna vazby y; od vzdialenosti a; vo forme grafu y = f(a).
Vyjadrime zavislost periddy razov T,; od stupfia vazby y; formou grafu T, = f(y).
Vypoctom ur¢ime dobu prenosu energie tg; vyuZitim vztahu (22) a porovname
ho s experimentalne uréenou hodnotou tg.

V zavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pric¢inach chyb.

Tabulka 2.

i flam) [Ty ()| o H|Tu(s) | w25 | ¥

Tabulka 3.

i a;(m) | Ty () | o (5T Tui (8) | o 5TH | ¥ | tri ()

123



SKUMANIE STOJATEHO VLNENIA NA STRUNE

Ulohy
A. Odmerat zdkladnu a vyssie rezonancné frekvencie pre rézne hodnoty
napinacej sily a porovnat ich s hodnotami vyplyvajicimi z tedrie

Teoreticky uvod

Kmitavy pohyb alebo kmitanie je vSeobecne taky pohyb hmotného bodu (telesa), pri ktorom
bod neprekrodi istu koneénu vzdialenost od rovnovazinej polohy (amplitddu). V rovnovazine;j
polohe su vsetky sily posobiace na hmotny bod navzdjom v statickej rovnovahe. Je to taka
poloha, ktord by hmotny bod zaujal, keby bol v pokoji. Ak sa kmitavy pohyb opakuje
po rovnako velkom ¢asovom intervale T (peridde), nazyvame ho kmitavy periodicky pohyb.
Prevratena hodnota periédy T sa nazyva frekvencia f a vyjadruje kolkokrat sa kmit alebo iny
periodicky dej zopakuje za jednu sekundu. Jednotkou frekvencie f je s~ = Hz.

Proces, prostrednictvom ktorého sa z jedného miesta prostredia prenasa kmitavy pohyb
hmotného bodu nainy hmotny bod a postupne do celého prostredia bez toho, aby sa presuvali
samotné kmitajuce hmotné body, nazyvame vinenie, presnejSie, postupné vinenie alebo
postupna vina. Prostredie, v ktorom sa mechanické vinenie Siri nazyvame pruzné. Takéto
»Sirenie kmitov” alebo viny méZe nastavat prakticky v kazdej latke (tuhej, kvapalnej i plynnej).
Viny sa Siria v pruznych prostrediach v tuhych latkach a kvapalindach v désledku silového
posobenia medzi atdmami, resp. molekulami. V plynoch sa napriklad viny Siria v désledku
stlacitelnosti plynu ako zmena tlaku. Vo vSeobecnosti mdZzeme povazovat viny za fyzikalny
proces, pri ktorom dochadza k prenosu energie medzi kmitajucimi ¢astami prostredia
bez toho, aby prebiehal aj prenos latky v smere Sirenia viny. Vinenie je charakterizované
periédou T, frekvenciou f a vinovou dizkou A. Vlnova dizka je uréena vzdialenostou, ktoru
vinenie prejde za dobu jednej periddy, ¢ize A = vT, kde v je rychlost, ktorou sa vinenie
v danom prostredi $iri. Rychlost v mézeme pomocou vinovej dizky A a frekvencie f vyjadrit

nasledovnym vztahom
v=fA (1)

V prostredi sa mozu sucasne Sirit viaceré viny. V tej oblasti prostredia, v ktorej sa vinenia
prekryvaju, nastava skladanie (interferencia) vin, ktoré sa prejavuje tym, ze vysledny kmitavy
pohyb hmotnych elementov prostredia, ktorym sa Siria viny, ma v niektorych miestach vacsiu,
v inych miestach mensiu amplitidu, ktora bude zavisiet od rozdielu faz skladanych kmitov a ich
amplitud v danom mieste.

Skimajme pripad interferencie (skladania) dvoch vin s rovnakou amplitudou a frekvenciou
Siriacich sa rychlostou v oproti sebe v rade bodov. Nech sa obe vinenia stretavaju v case
t = 0s vmieste O so suradnicou x tak, Ze medzi kmitmi hmotnych bodov prisldchajucich

obidvom vinam nie je vtomto mieste fazovy posun. Tento pripad popisuju nasledujuce
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rovnice. Okamzita vychylka vinenia Siriaceho sa vpravo (v kladnom smere osi x) je urcena

vztahom

X

. t
y1(x,t) = yp, sin2m (7_1) (2)

OkamtZitd vychylka vinenia Siriaceho sa vlavo (v zdpornom smere osi x) je uréena vztahom
(x,t) in 2 (t + x)
X, t) =y, sin2n|{=+=).
V2 Ym 77 (3)

Vyslednd okamizitd vychylka v danom mieste so suradnicou x je urfena sucétom oboch
okamiitych vychyliek jednotlivych vin

y(, t) = yi(x, t) + yo(x,t) = 2y,Cc082T G) sin2t (%) (4)

Zo vztahu (4) je zrejmé, Ze vo vsetkych polohach bodovej rady vzniknd jednoduché harmonické
kmity s rovnakou fazou, ale vysledna amplituda y, tychto kmitov zavisi od vzdialenosti x
od bodu, ktory sme si zvolili ako zaciatok O

Yy = 2Ym COS 2T G) (5)

Amplituda bude najvacésia v miestach, pre ktoré plati

203

X
cos2m— = t1,tedaprex =0,+ 7,i7,...

+
A ) =

(6)

N >

Body, ktoré kmitaju s najvacsou amplitidou a su od zaciatku O vo vzdialenostiach rovnych
celému nasobku polovice vinovej dizky alebo parnemu nasobku 3tvrtiny vinovej dizky A,
nazyvame kmitne. Medzi kmitfami leZia uzly, t. j. miesta, v ktorych su body v pokoiji.

Amplituda uzlov je stdle nulova, y, = 0, za podmienky

x A 31 52
cos2m— = 0,tedaprex = +—-,+—, +

A 44T 7

Uzly vznikaju v miestach, v ktorych sudradnica x nadobuda hodnotu rovnd neparnemu nasobku
$tvrtiny vinovej ditky A. Zo vztahov (4) a (5) vidime, Ze vysledné vinenie, ktoré vzniklo
superpoziciou proti sebe postupujucich rovnakych vin, nepostupuje v smere a ani proti smeru
osi x. Takéto vinenie nazyvame stojaté vinenie. Pri stojatom vilneni kmitaju vSetky body
prostredia s rovnakou fazou vo vietkych bodoch vzdialenych od seba o vinovu dizku,
s opac¢nou fazou v bodoch vzdialenych o polovicu vinovej dizky, ale s amplitidou Yy periodicky
zavislou od polohy bodu v priestore, vztah (5). Ak dochadza k vytvoreniu stojatého vinenia
v bodovej rade obmedzenej na oboch stranach v dosledku odrazov postupnych vineni
na koncoch bodovej rady, nazyvame ho tiez chvenie (napr. struna, ty¢, ...). Ak md bodovy rad

obidva konce pevné, mdzeme pozorovat vznik iba stojatej viny s uzlami na oboch koncoch
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(Obr. 1.). PretoZe st dva susedné uzly vzdialené o polovicu vinovej dizky, musi byt na celej

dizke [ bodovej rady celo¢iselny pocet polvin, teda

An
l= n7, n=123,.. (8)
Frekvencia chvenia radu potom bude
v n
fn = Z = ZU, n = 1,2,3, (9)

kde v je rychlost $irenia sa vin bodovou radou.

e )
f=2fi n=25" ~- / I=2==2

P B IR R

pl
f=4fi n=4 < < -

Obr. 1. Grafické znazornenie stojatého vinenia na strune s dvoma pevnymi koncami

Chvenie s poétom polvin n =1 nazyvame zakladnym alebo chvenim so zakladnou
frekvenciou, chveniu s poétom polvin n = 2,3, ... hovorime chvenie s vy$$imi harmonickymi
frekvenciami. VysSie frekvencie chvenia, ktoré su celociselnym nasobkom zdkladnej
frekvencie, f, = nf;, n > 1, sa teda nazyvaju vyssimi harmonickymi. Okrem zdkladného
chvenia vznikaju vidy i chvenia s vy$simi harmonickymi frekvenciami, pri€om o ich pocte aich
amplitude (intenzite) rozhoduje spOsob rozochvenia prislusného Gtvaru. Napr.: strunu
mobzeme rozochviet sla¢ikom (husle), brnknutim (gitara), iderom (klavir) a pod.

Ak p6sobime na niektoré miesto struny (nie vSak uzol) harmonickou silou, ktorej frekvencia
odpoveda niektorej z frekvencii f,,, nastane rezonancia a struna sa zacne chviet s touto
frekvenciou. Okrem toho mbézeme rezonanénu frekvenciu menit zmenou velkosti sily F, ktora
strunu napina.

Pozndmka: Pri rezonancii vsetky body sustavy kmitaju s jednou frekvenciou, rezonancnou
frekvenciou, a v réznych miestach sustavy maju réznu amplitudu, ktord, ak neprihliadame

k timeniu, je stdla.
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Budeme skimat stojaté vinenie (chvenie) vytvorené na strune. Struna je Gtvar, ktorého

prie¢ne rozmery voci dizke mbézeme zanedbat. Nech struna ma dizku I, potom jej jednotka
dizky ma hmotnost u = mT (kg - m™1), kde veli¢inu u nazyvame linedrna hustota. Ak vyjadrime

. . nd? , v..
hmotnost m struny pomocou objemu struny V = Tl (struna ma tvar valca, teda pouZijeme
objem valca) a objemovej hustoty p materialu struny, dostaneme vztah pomocou ktorého

Ay Ve 1 4 nd? . .. , ..
mozeme urcit linedarnu hustotu struny p = Tp. Vinenie sa v strune, ktora je napinana silou

F, 3iri rychlostou
v= |- (10)

PopiSeme si jedno z moZznych zariadeni na skimanie rezonanc¢ného chvenia struny (Obr. 2.).
Struna z elektricky vodivého materiadlu je na jednom konci upevnena a na druhom konci je
vedend cez kladku a napinana miskou so zavazim. Struna je napinana medzi pélmi magnetu,
ktory je moiné pozdiz struny posuvat. Chvenie struny budime tak, e strunou nechame
prechadzat striedavy priad so zndmou frekvenciou. V poli magnetu potom na strunu pdsobi

harmonickd sila frekvencie f, ktora smeruje kolmo na strunu azaroven kolmo na smer

g

magnetického pola.

permanentny magnet
brit 1 | struna brit 2

[

g
v

= miska so zavaiim

F
pohlad zhora

[ o) 1

A
v

Obr. 2. Schéma zapojenia pre skimanie stojatého vinenia na strune pri pohlade na zapojenie

zboku a zhora
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Pri konstantnej velkosti napinacej sily F mdZeme sledovat zavislost frekvencie chvenia f;,
od radu n (f,, = kn, kde kje konstanta). Zavislost overujeme tak, Ze magnet umiestnime
do predpokladanej polohy kmitne chvenia toho radu, ktory chceme skimat. Pre chvenie
neparneho radu (s neparnym poctom kmitni) umiestiujeme magnet vidy do polohy
odpovedajucej polovici vzdialenosti medzi miestami upevnenia struny. Pre chvenia parnych
radov (s parnym poctom kmitni) volime umiestnenie magnetu na iné miesto, napr. pre n = 2
do polohy odpovedajucej Stvrtine vzdialenosti [ od jedného z miest upevnenia struny (Obr. 2.,
pohlad zhora). Pre dané nastavenie magnetu urcujeme frekvenciu, pri ktorej bude amplitida
chvenia maximalna. Tato frekvencia sa rovna hladanej rezonanénej frekvencii chvenia struny
fa

Pri konstantnej frekvencii f budiacej sily méZzeme zmenou napinace;j sily F dosiahnut vhodné
podmienky pre chvenie struny pri réznych raddoch n.

Dizka struny [ je uréend vzdialenostou bodov upevnenia, t. j. britmi 1 a 2. Napinacia sila F sa
rovna suctu tiazi zavazia hmotnosti m; uloZzeného na miske a samotnej misky o hmotnosti m,,
t. j. F = (mg+m;)g. PocitaC vo funkcii generatora striedavého prudu vytvara v strune

striedavy (harmonicky) elektricky prad I = Iycoswt .

V dalsom si ukazeme, ako magneticka sila posobi na ohybny vodic¢ s pridom umiestneny v poli
permanentného magnetu (v nasom pripade na strunu). Magnetické pole po6sobi silou
na pohybujuce sa elektrony vo vodici. PretoZe vodivostné elektrony nemoézu vodi¢ opustit,

prendsa sa tato sila na samotny vodic.

I
v
odo © 00 © 00
o @) © 0O © 0O
O (@) 00O 00O
-0 ® O 000 000 >
B B B
I=0 /1 1\
| :
a)

Obr. 3. Vodic¢ s prudom umiestneny medzi pélovymi nadstavcami magnetu v pripade, Ze a)
vodi¢om neprechddza prud, b) a ¢) smer prudu je rozny
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Predstavme si vodi¢ upevneny na obidvoch koncoch, ktorym preteka elektricky prad
a nachadza sa medzi pélovymi nadstavcami magnetu, ktorého magnetické pole je kolmé
na rovinu obrazku a smeruje k nam (Obr. 3.). Podla toho, aky je smer prudu, tak sa vychyli
vodi¢ doprava alebo dolava. Ak vodi¢om neprechadza prud, je vodi¢ rovny. Sledujme pohyb
jedného z vodivostnych elektrénov (Obr. 4.). Elektron sa pohybuje rychlostou v smerom

nadol. Podla rovnice, ktora vyjadruje Lorentzovu silu vo vSeobecnom tvare

F = Qv x B. (11)
Y B

oo o o
Y oo o o
el o o
ol o o
o lo o o
, ° 0 0 o
o oo o
e lo o o
o oo o
Il o 0" 0| @
! oo o o
"""""" e lo o o
o lo_al o

Obr. 4. Detailny pohlad na ¢ast vodic¢a s pruidom v magnetickom poli

pre uhol @ = 90° bude na elektron podsobit sila F svelkostou F = QuBsin¢@ = QuB
so smerom kolmym k smeru rychlosti elektronu v. Elektricky prud teCie smerom nahor, Cize
elektrény sa pohybuju driftovym pohybom smerom dole. Magnetické pole kolmé na rovinu
obrazka ma smer k ndm a sp6sobuje, Ze elektréony aj s vodicom su vychylované smerom
doprava. Ak by sme zmenili smer magnetického pola alebo smer elektrického pruadu, zmenil
by sa smer sily p6sobiacej na vodic a ta by smerovala dolava. T. j. vysledok nezalezi na tom, ¢i
uvazujeme zaporné naboje pohybujuce sa vo vodi¢i smerom dole alebo kladné ndaboje
pohybujlce sa smerom hore. Smer vychylujucej sily je rovnaky.

Uvazujeme Usek [ priameho vodica. Na tomto Useku sa budu elektréony pohybovat driftovou
rychlostou kolmo na prierez vodica za ¢asovy interval t = i Za tento ¢asovy interval prejde

prierezom vodi¢a ndboj Q = It = 15. Po dosadeni za Q do rovnice F = QuB dostaneme
: L
F = QuBsing = I;vB sin90° = [IB. (12)

Rovnica (12) urcuje silu, ktorou posobi magnetické pole s indukciou B na Usek priameho
vodica dizky [ leziaceho v rovine kolmej na B, ktorym preteka prad I. Ak nie je magnetické

pole kolmé na smer dlzky vodica, bude platit pre magneticku silu F vseobecna rovnica
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F=1IlXB, (13)

kde vektor dizky I ma smer totozny so smerom priudu I, uhol ¢ je uhol, ktory zviera vektor [
so smerom magnetickej indukcie B. Ak vodi¢ nie je priamy, mbéZieme ho rozdelit
na infinitezimalne dizkové elementy dl a pre kazdy pouZit rovnicu (F = Il X B), takze bude

platit
dF = Idl x B. (14)

Vyslednu silu vyjadrenu z tejto rovnice nazyvame Ampérova sila.

Tato sila je zdrojom prie¢neho postupného vinenia, ktoré sa v strune z daného miesta Siri
napravo aj nalavo. Z vyznamu vektorového sucinu vo vztahu (14) je zrejmé, Ze sila dF je kolma
na element dizky dl aj na vektor magnetickej indukcie B aza predpokladu, ze vodi¢ lei
v rovine kolmej na vektor magnetickej indukcie a preteka nim striedavy harmonicky prud,

pre jej velkost plati
dF = I,dlB cos wt. (15)

Zo vztahu (15) vyplyva, Ze sila dF je harmonickd a vinenie, ktoré v strune vytvara, je tieZ
harmonické. Po odraze vinenia na koncoch struny (v miestach britu 1 a britu 2) sa od tychto
koncov Siria proti sebe dve viny rovnakej frekvencie a amplitudy, ktoré navzajom interferuju.
Ak su dosiahnuté také podmienky, Ze uzly stojatého vinenia vytvoreného zlozenim tychto
dvoch vin sa stotoznia s miestami upevnenia struny (s bodmi v mieste britu 1 a britu 2), dojde
k rezonancii a struna sa chveje na svojej rezonancnej frekvencii. Amplituda v mieste kmitni
bude vyraznd a viditelnad volnym okom. Do rezonancie sa struna dostane vzdy, ked sa na jej
dizke vytvori celoéiselny nasobok polovice vinovej dizky stojatého vinenia, teda ked' je splnena

podmienka dand vztahom (8). Po dosadeni vztahu (10) do vztahu (9) pre rezonancnu

_n F
fn—z 0 (16)

A. Odmerat zékladnu a vyssie rezonanéné frekvencie pre ré6zne hodnoty
napinacej sily a porovnat ich s hodnotami vyplyvajicimi z teérie

frekvenciu f,, chvenia dostaneme vztah

Pomécky
Meracia aparatlra pre meranie stojatého vinenia na strune, pocita¢ vo funkcii generatora
striedavého pradu, program JSigGenSK, mikrometrické meradlo, vahy, dizkové meradlo,

zavaiia.
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Postup merania

1.

Meranie budeme realizovat pomocou zariadenia zobrazeného na obrazku (Obr. 2).
Zmeriame dizku struny [ (vzdialenost medzi britmi 1 a2) a uréime $tandardnd
neistotu merania dizky struny g;, pri¢om jej hodnota priblizne zodpoveda Zmax/\/§,
kde z,.x j€ hodnota najmensieho dielika pouzitého meracieho zariadenia.
Zmeriame 10-krat priemer struny d, uréime aritmeticky priemer priemeru d
a prisluchajucu neistotu merania 5. Hodnoty zapisujeme do tabulky 1.

Misku meracej aparatury zatazime zavazim hmotnosti m;, ktorého hmotnost uréime
vazenim. Vyslednd hmotnost, ktord napina strunu, je uréena su¢tom hmotnosti
prazdnej misky mg a prilozeného zdvazia m;, t.j. m = (my + m;).

Preladovanim generatora striedavého prudu s premenlivym rozsahom frekvencii
najdeme rezonancné frekvencie pre dané zatazZenie, t. j. pre danu zakladnu velkost
napinacej sily. Teda ndjdeme zakladnu frekvenciu f; (n = 1) a vy3Sie harmonické
frekvencie vin f5, f3, ..., fo (n = 2,3, ...). Pri merani magnet umiestfiujeme vidy
do miesta predpokladanej kmitne. Ako pomécku mdézeme vyuzit obrazok (Obr. 1).
Pozn.: Na meranie pouzivame program JSigGen, pomocou ktorého pouZivame vystup
zvukovej karty PC ako zdroj striedavého prudu. Ovlddanie programu JSigGenSk
pre pouZitie na meranie frekvencie je velmi jednoduché (Obr. 5.). Do okienka
,Freq.Hz” je mozné zadat konkrétne Cislo vyjadrujuce frekvenciu, alebo je mozZné
umiestnit kurzor mysi na poZadované okienko a otacanim kolieska na mysi menit
Ciselnd hodnotu. JSigGen md prednastavené rézne minimdlne kroky ladenia
frekvencie, my sme nastavili jeden krok na 0,1 Hz. Program JSigGen vytvdra rézne
druhy c¢asovych zadvislosti prudu (signdlov) (sinus, trojuholnik, Stvorec, ...) v sirokom
rozsahu frekvencii, ktoré je mozné podla potreby menit. Pre ucely ndsho merania

budeme pouZivat sinusovy typ signdlu.

[ £ J5igGen 1.4 — O »
Controller Sample Rate: | 48000 Help

Left [ ] Right Output channel: | 1 Quit

Signal [v]Enable |Sine W Freq. Hz: 25,5 [Level %5 100

Modul []Enable Sine ~ |[AM s |Freg. Hz: 1|Level % 50

Noise []Enable Level 9g: 30

Obr. 5. Pracovné prostredie programu JSigGenSK

Zvacsime hmotnost zavazia, ktoré strunu napina a opat hladame frekvencie. Postup

teda opakujem pre 10 roznych zatazeni struny, t. j. pre 10 roznych velkosti napinacej
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sily, pricom zvySujeme hmotnost zavazi na miske. Ziskané hodnoty hmotnosti
a frekvencii zapisujeme do tabulky 1.

Tabulka 1.

m, (kg) [ (m)

; d.(m) (mo +my) F; fi fu1 f2 fr2 f3 fs
l (kg) (N) | (Hz) | (Hz) | (Hz) | (Hz) | (Hz) | (Hz)

2
n

d=-

Vyhodnotenie merania

1. Znameranych hodnét hmotnosti pre jednotlivé zataZenia vypocitame pouZitim
vztahu F = mg velkost sily, ktorou je napinand struna.

2. Vypoctom z priemernej hodnoty priemeru d struny a zndmej hustoty p materilu
struny (hodnotu ndjdeme v tabulkach) uréime linedrnu hustotu u pouZzitej struny.

3. Urcime vypoctom teoretické hodnoty rezonancnych frekvencii f; podla vztahu (16)
pre vSetkych 10 hodn6t napinacej sily F.

4. Experimentdlne zistené hodnoty prvej harmonickej frekvencie a hodnoty pre vyssie
harmonické frekvencie (f;, f,,...) porovname s teoretickymi hodnotami
rezonancénych frekvencii (fi1, fi1,---)- Porovnanie realizujeme v grafickej podobe
zhotovenim grafu zavislosti f = f(F).

5. Pomocou vztahu (9) vypocitame rychlosti (v;, v,, v3) Sirenia sa vinenia v strune
pre jednotlivé experimentalne namerané frekvencie.

6. PrevsSetky hodnoty napinacej sily F vypocitame aritmeticky priemer rychlosti Sirenia
sa vinenia odpovedajuce danej frekvencii v, = (v; + v, + v3)/3.

7.  PouZitim vztahu (10) vypocitame teoretické hodnoty rychlosti v, odpovedajice
danej hodnote napinacej sily F. Ziskané vypocitané hodnoty zapisujeme
do tabulky 2.

Tabulka 2.

F Vq Vg Uy V2 U3 Vi3 p Ve

M) [ m-s™) | m-s™) [ (m-s™) | (m-s™) [ (m-s7) | (m-s7) | (m-s7") | (m-s™)
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Porovname subory veli¢in ziskanych z experimentalneho merania, t. j. aritmetické
priemery rychlosti Sirenia sa vinenia v, so subormi veliCin o¢akavanych z tedrie, t. j.
s teoretickymi hodnotami rychlosti v,. Porovnanie realizujeme v grafickej podobe

zhotovenim grafu zavislosti v = f(F).
V zavere diskutujeme o tom, ako sa meni zakladna frekvencia so zmenou velkosti

napinacej sily, o ziskanych vysledkoch a moznych pricinach chyb.
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KALORIMETRICKE MERANIA

Ulohy
A. Urcit tepelnu kapacitu kalorimetra
B. Vysetrit hmotnostnu tepelnu kapacitu tuhej latky
C. Experimentdlne uréit hmotnostné skupenské teplo varu kvapaliny

Teoreticky uvod

Vnutorna energia telesa U je definovand su¢tom celkovej kinetickej energie neusporiadane
pohybujdcich sa Castic telesa (molekul, atdmov, i6nov) Ey; a celkovej potencidlnej energie
vzajomnej polohy tychto Castic Ej, . Ak teleso pozostava z N Castic, jeho vnatornu energiu
vyjadrime vztahom U = Z?’zl(Eki + Epi)' Zmena vnutornej energie AU mdZe nastat tepelnou
vymenou alebo konanim préce. Teplo dodané telesu suvisi so zmenou vnutornej energie AU
a objemovou prdcou W vykonanou telesom podla 1. termodynamického zakona
Q = AU + W. Teplo je ta Cast energie, ktord sa prendsa vzdjomnym posobenim medzi
atdmami, molekulami. Dej, pri ktorom si neusporiadane sa pohybujuce Castice telesa (sustavy)
roznej teploty odovzdavaju Cast svojej energie, sa nazyva tepelna vymena.

Teplo Q je fyzikalna veliCina, ktorda charakterizuje mieru zmeny vnutornej energie telesa
(sustavy). Teplo (tepelna energia) moéZe prechadzat zjedného telesa na druhé, alebo
z jedného miesta prostredia na druhé, pricom sa pohyb tepla prejavi zmenou teploty.
Ak teleso prijme teplo tepelnou vymenou, narastie jeho vnutorna energia a zvysi sa teplota
telesa. Jednotkou tepla je joule ] (J = kg - m? - s72). Mnoistvo tepla potrebného na zvy3enie
teploty latky zavisi od hmotnosti latky, chemického zloZenia a vnutornej Struktury (stavby).
Fyzikalna veli¢ina, ktora urcuje mnozZstvo tepla Q dodaného (odobratého) telesu, aby sa zvysila
(znizila) jeho teplota o jeden kelvin (respektive o jeden stupen Celzia), sa nazyva
tepelna kapacita C a je definovana vztahom

_deo

C_ﬁ'

(1)
Jednotkou tepelnej kapacity je ] - K™1. Hmotnostna tepelna kapacita c¢ vyjadruje mnoZstvo
tepla, ktoré je potrebné na ohriatie (ochladenie) jedného kilogramu latky o jeden kelvin

(respektive o jeden stupen Celzia) a je definovana vztahom

dQ C
c=——==—. (2)
mdT m
Q je teplo dodané (odovzdané telesu), m je hmotnost telesa, C tepelnad kapacita a dT je
odpovedajlca zmena teploty. Jednotkou hmotnostnej tepelnej kapacity je J-kg™!-K™1.
Hmotnostna tepelnd kapacita je charakteristicka pre dand latku a pre r6zne latky a rézne

skupenstvd ma rbézne hodnoty. Pri pevnych a kvapalnych ldtkach je funkciou teploty.
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Pri plynoch zavisi od teploty, tlaku a podmienok, pri ktorych plyn prijima teplo. Podla toho
rozliSujeme hmotnostnu tepelnu kapacitu za staleho tlaku ¢, a hmotnostnu tepelnu kapacitu
za staleho objemu cp. Ak je hmotnostnd tepelna kapacita konstantna v danom intervale

teplot, méZzeme pisat pre mnozstvo dodaného alebo prijatého tepla Q vztah

AQ = mcAT. (3)

Kalorimetria je Cast fyziky, ktora sa zaobera meranim tepla pri chemickych reakciach alebo
fyzikdlnych zmenach latok uskutocniovanych v kalorimetri. Kalorimetrické merania sa realizuju
v tepelne izolovanej sustave, pricom vnutorna energia takejto sustavy sa pocas procesu
nemeni AU = 0]. ZmieSavaci kalorimeter je tepelne izolovand ndadoba s mieSackou
a teplomerom, v ktorej je mozné uskutocnovat tepelnd vymenu medzi latkami pri sicasnom
merani zmeny teplot (Obr. 1). Tepelné vlastnosti kalorimetra sa charakterizuju tepelnou
kapacitou kalorimetra Ck. Ak tuhé telesa alebo kvapaliny skimame v teplotnom intervale,
v ktorom je hmotnostna tepelnd kapacita ¢ konstantna, kalorimetrickii rovnicu je mozné

vyjadrit vSéeobecne nasledovne

8Q = ) (miciAT), (@
i=1

kde AQ je mnoistvo dodaného alebo odovzdaného tepla telies, medzi ktorymi dochadza
k tepelnej vymene. Celkovd vnutornd energia v tepelne izolovanej sustave je konstantnd
a zo zakona zachovania energie vyplyva, Ze teplo, ktoré odovzda jedno teleso (teplejsSie)

druhému, je rovnaké ako teplo, ktoré druhé teleso (chladnejsie) prijme od prvého.

teplomer

miesacka

vrchndk ——

vnutorna nadoba

kvapalina

izola¢na vrstva

| |
sl ~

K\;///

vysetrovany material

vonkajsia nadoba

Obr. 1. Prierez zmieSavacieho kalorimetra s ponorenym telesom v kvapaline
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Latky sa mo6zu vyskytovat v pevnom, kvapalnom, plynnom skupenstve a v stave plazmy. Pevné
latky, kvapaliny a plyny sa skladaju z velkého poctu castic. Sustava v rovnovaznom stave
vo vSetkych Castiach s rovnakym fyzikalnym a chemickym zloZenim sa nazyva faza (napr. lad,
voda, vodna para). Fazova premena (zmena skupenstva) je prechod latky z jednej fazy
do druhej a medzi tieto zmeny patri topenie, tuhnutie, vyparovanie, kondenzacia, sublimacia
a desublimdcia. Topenie je zmena tuhej latky na kvapalnu, opacny dej je tuhnutie, t. j. zmena
kvapalnej latky na pevnd. Vyparovanie je zmena kvapalnej latky na plynnu. Kondenzacia je
zmena plynnej latky na kvapalnud. Sublimacia je priama zmena tuhej latky na plynnu a opacny
proces, desublimdcia, prechod z plynnej na tuhu latku.

Skupenské teplo L je teplo, ktoré treba dodat alebo teplo, ktoré sa uvolni pri premene latky
danej hmotnosti zohriatej na teplotu skupenskej premeny z jedného skupenstva na druhé
rovnakej teploty. Hmotnostné skupenské teplo [ je mnoistvo skupenského tepla

prepocitaného na hmotnost latky m
l=—. (5)

Jednotka hmotnostného skupenského tepla je ] - kg™. Podla druhu skupenskej premeny je
definované skupenské teplo topenia (tuhnutia), vyparovania (kondenzdacie) a sublimacie.
Hmotnostné skupenské teplo topenia, tuhnutia, vyparovania a kondenzacie su konstanty,
ktorych hodnoty sa pre rozne latky liSia. Skupenské teplo vyparovania pri teplote bodu varu je
teplo, ktoré treba dodat kvapaline danej hmotnosti, zohriatej na teplotu varu, aby sa
premenila na paru tej istej teploty. Para, ktord je v rovnovahe so svojou kvapalinou, sa nazyva
nasytend para alebo syta ajej tlak sa nazyva tlak nasytenej pary. Skupenské teplo
L vyparovania zavisi od teploty, pri ktorej nastava fazovd zmena, a od tlaku. Srasticou
teplotou skupenské teplo vyparovania klesa. Ak uvazujeme skupenské teplo pri normalnom
bode varu kvapaliny, hovorime o skupenskom teple varu. Pri vyparovani alebo vare odobera
latka potrebné skupenské teplo svojmu okoliu, pri kondenzacii ho, naopak, uvolfiuje a dava
telesam, ktoré sustavu obklopuju. Pri kondenzacii sa spatne uvolfiuje skupenské teplo
kondenzacné rovnako velké ako skupenské teplo vyparovania (pre tu istu teplotu). Skupenské

tepld sa preto nazyvaju latentnymi, mézeme ich ziskat spat.
A. Urcenie tepelnej kapacity kalorimetra

ZmieSavaci kalorimeter sa sklada z nadoby tvaru valca naplnenej kvapalinou o zndmej
hmotnostnej tepelnej kapacite c;, ktord chemicky nereaguje s vySetrovanou latkou (telesom),
teplomera a mieSacky. Tato nddoba je uloZena do inej, vacsej nadoby. Vrstva vzduchu medzi
nimi tvori tepelnu izolaciu (Obr. 1). ZmieSavaci kalorimeter je teda tepelne izolovana nadoba,
v ktorej skimanej latke o hmotnosti m doddvame alebo odoberame mnozZstvo tepla dQ

a meriame zmenu jej teploty dT. V zhode s definiciou, Cx je teplo, ktoré musime dodat, aby
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kalorimeter a jeho sucasti zvysili svoju teplotu o jeden kelvin a uréujeme ju experimentalne
(pre kazdy kalorimeter zvlast). Meranie je zaloZené na platnosti zakona zachovania energie
(kalorimetrickej rovnici). Predpokladom je, Ze latka, z ktorej je vyrobené teleso (mbze byt
aj kvapalné), chemicky nereaguje so zndmou kvapalinou v kalorimetri a pri tepelnej vymene
medzi telesom a kvapalinou nenastdva zmena skupenstva. Tepelna vymena prebieha tak dlho,
aZz nastane rovnovazny stav, pri ktorom sa teploty telesa a kvapaliny vyrovnaju na vyslednu
teplotu T. Pri ur€ovani Cx je vyhodné, ked obe zmieSavané latky su kvapalné a mézu, ale
nemusia byt rovnaké, pricom maju odlisnu teplotu.

V tomto merani budeme pouZivat vodu roznej teploty (T;, T,) na uréenie tepelnej kapacity
kalorimetra. Pri tepelnej vymene v kalorimetri teplejSia voda s teplotou T,, hmotnostou m,
odovzda teplo AQ, = m,c,(T, — T), chladnejsia voda s teplotou T;, hmotnostou m, prijme
teplo AQ; = my¢;,(T — T;) a kalorimeter s prislusenstvom prijme teplo AQ¢, = Cx(T — Ty),
kde c; je hmotnostna tepelnd kapacita vody (priloha, tabulka 10 a 11, strana 161). Celkova
vnutorna energia v tepelne izolovanej sustave je konstantnd a zo zdkona zachovania energie
vyplyva, Ze ubytok vnuatornej energie telesa je rovnaky ako prirastok vnatornej energie

kvapaliny, t. j. plati kalorimetricka rovnica

AQ1 + AQ¢y = AQy, (6)

mycy (T —Ty) + Cx(T — Ty) = myey (T, — T). (7)

Odtial' matematickou Upravou dostaneme vztah pre uréenie tepelnej kapacity kalorimetra

(T, -T)

Ckx = M2l T =)
1

—my(;. (8)

Pomécky

ZmieSavaci kalorimeter s prisluSenstvom, teplomer, digitalna vaha, varic.

Postup merania

1.  Uré¢ime hmotnost m, prazdneho a suchého kalorimetra s prislusenstvom. Vnatornu
nadobu kalorimetra s tepelnou kapacitou Cx naplnime priblizne do polovice vodou
nizSej teploty a ponechame ju v kalorimetri pribliZne 10 minut, aby sa teplota
vsetkych casti kalorimetra ustdlila na teplote T;. Druhykrat odvazime kalorimeter
s prislusenstvom a vodou nizsej teploty. Rozdiel hmotnosti vyjadruje hmotnost vody
m, s teplotou T; a hmotnostnou tepelnou kapacitou c; .

2. Vstave rovnovahy odmeriame teplotu vody v kalorimetri T;. Na presnost urcenia Cx
vplyva presnost stanovenia teploty, apreto za ucelom zniZenia chyby teplotu
stanovujeme tym istym teplomerom a pozorne sledujeme, kedy sa dosiahol stav

rovnovahy.
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3.V prisluSnom zariadeni zohrejeme iné mnoZstvo vody na vyssiu teplotu T5.

4. Teplotu vody T, meriame tesne pred naliatim do kalorimetra.

5. Do vnutornej nadoby kalorimetra ku vode teploty T; dolejeme vodu vyssej teploty
T,, hmotnosti m, as hmotnostnou tepelnou kapacitou c¢; aobsah ndadoby
premieSame.

6. Po ustaleniteploty kalorimetra s prisluSenstvom a vodou tak, Ze ich teploty mézeme
povaZovat za rovnaké, odmeriame vyslednu teplotu T.

7. Urcime hmotnost vody m,. Odvazime kalorimeter s prislusenstvom a so zmieSanymi
kvapalinami a ndsledne hmotnost m, ur¢ime rozdielom tejto hmotnosti a hmotnosti
kalorimetra so studenou vodou my + m;.

8.  Urcime standardné neistoty merania teploty g a hmotnosti g,,, pricom ich hodnota
priblizne zodpoveda zpax/V3, kde Z,.x je hodnota najmensieho dielika pouZitého

meracieho zariadenia.

Vyhodnotenie merania

1.  Vypocitame tepelnu kapacitu kalorimetra Cx podla vztahu (8).

2. Urc¢ime neistotu merania nepriamo meranej veli¢iny Cx pomocou neistot priamo
meranych veli¢in my, m,, Ty, T,, T, pomocou Statistického suctu parcidlnych chyb
podla nasledujiceho vztahu

e JGE s G o G o+ G+ (5 o

kde pre jednotlivé derivacie platia vztahy

daCk _ aCk _ (T,-T)
- _Cll i _ ]
6m1 amz (T Tl)
aCK = m.c (TZ—T) aCK _ MmaCq aCK _ m2C1(T1—T2)
or, — A (r-Tp?’ o, (T-Tp)’ oT — (r-Ty?

Ak meriame vsetky hodnoty hmotnosti srovnakou neurcitostou o, a hodnoty
teploty s rovnakou neurcitostou o7, pre chybu nepriameho merania bude platit

vysledny vztah

(T, —T)?
(T —T1)?

) (6,,)% + my?cy? ((Tz —T)? (T, - T2)2> (o7)>.

T-toE\T -tz T T —T)

O'CK = C12 <1 +

3. Urcime, ktora z veliCin prispieva k vyslednej neistote veli¢iny Cx najvacSou mierou.

4.  Vysledok merania uvedieme v tvare Cx = (Cx £ o¢.) avysledok vyuZijeme
pri dalSich kalorimetrickych meraniach.

5.  Vzdavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moZnych pric¢inach chyb.
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B. Urcenie hmotnostnej tepelnej kapacity tuhych latok

Na urcovanie hmotnostnych tepelnych kapacit latok sa najcastejSie pouziva kalorimetricka
metdda s pouzitim zmieSavacieho kalorimetra (Obr. 1).

V idedlnom pripade sa vSetko dodané teplo skimanou latkou (teleso) odovzda okolitému
prostrediu (vode). V skutocnosti sa vidy cast dodaného tepla spotrebuje na ohriatie
kalorimetra a jeho sucasti (nadoba, teplomer, miesacka) a Cast tepla sa odvedie do prostredia,
ktoré kalorimeter obklopuje. Tuto skutocnost vyjadrujeme tak, Ze do vypoctov zavadzame
tepelnu kapacitu kalorimetra Ck. Teplo AQ, = m,c,(T, — T), ktoré vysetrovana latka (teleso)
odovzda, sa rovnd teplu AQ; = myc,(T—T}), ktoré prijme voda a teplu AQ¢, = Cx(T—T),

ktoré prijme kalorimeter s prisluSenstvom. Pri tepelnej vymene plati kalorimetricka rovnica

AQ1 + AQ¢y = AQy, (9)

myc;(T—Ty) + Cx(T—T;) = myc, (T, — T). (10)

Odtial' matematickou Upravou dostaneme vztah pre urcenie tepelnej kapacity skimanej latky

o = myc;(T—=Ty) + Cx(T—T)
2 my(T, —T)

(11)

Pomécky
ZmieSavaci kalorimeter, teplomer, digitalna vaha, vari¢, nadoba na ohrev vody, tuhé telesa

z r6znych materidlov.

Postup merania

1.  Uréime hmotnost prazdneho kalorimetra m, s prisluSenstvom. Vnutornu nadobu
kalorimetra s tepelnou kapacitou Cx naplnime priblizne do polovice vodou nizsej
teploty. Druhykrat odvazime kalorimeter s prisluSenstvom a vodou nizsej teploty.
Rozdiel hmotnosti vyjadruje hmotnost vody m,; s teplotou T; a hmotnostnou
tepelnou kapacitou c;.

2. Vstave rovnovahy odmeriame teplotu T;.
Uréime hmotnost latky m,.

4. VprisluSnom zariadeni, nadobe zohrejeme telesd roznych latok, napriklad ich
zohrievame vo vode na vyssiu teplotu T, (do 100 °C).

5. Teplotu latky T, (vody v ktorej zohrievame teleso) meriame tesne pred vloZenim
do kalorimetra.

6. Do vnutornej nadoby kalorimetra vloZzime latku (teleso) teploty T, (T, > T;),

hmotnosti m, a s hmotnostnou tepelnou kapacitou c,, ktord mame urcit.
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7. Po ustaleni teploty kalorimetra s prisluSenstvom a latky nezndmej hmotnostnej
tepelnej kapacity tak, Ze ich teploty méZzeme povaZovat za rovnaké, odmeriame
vyslednu teplotu T.

8.  Urcime standardné neistoty merania teploty g a hmotnosti g,,, pricom ich hodnota
priblizne zodpoveda zax/V3, kde Z.x je hodnota najmensieho dielika pouZitého
meracieho zariadenia.

9.  Meranie opakujeme pre zvolené rozne latky.

Vyhodnotenie merania
1.  Vypocitame hmotnostné tepelné kapacity vySetrovanych telies ¢, podla vztahu (11).
2. Urc¢ime neistotu merania nepriamo meranej veliCiny ¢, pomocou neistdt priamo
meranych veli¢in m,, m,, Ty, T,, T, Cx podla nasledujiceho vztahu

S O 2 R N N DR o

kde pre jednotlivé derivacie platia vztahy

dcz _ ¢y (T-Ty) dcz _  (Cg+mycq) (T-Ty) dc; _ (Cx+mycy)
om;  my (T,-T)’ om, my2 (T,-1)’ 0Ty my(T,-T) ’
dcz — _ (Cx+myc1)(T-Ty) dcz — (Cx+mqcy) | (Cx+mycy)(T-Ty) ac, — (T-Ty)

0T, my(T,—-T)2 0T  my(T,-T) my(T-T)2 ' acx  my(T,=T)"

Ak meriame vSetky hodnoty hmotnosti s rovnakou neurcitostou g,,,, hodnoty teploty
s rovnakou neurcitostou o; a neurditost urlenia tepelnej kapacity kalorimetra o,
sme urcili vulohe po A. tak pre chybu nepriameho merania bude platit

po matematickej Uprave vysledny vztah

(T —T,)? , , (Cx+mycy)? , (T —T,)? 3
(T, — T)?*m,>? [Cl m,? l (om)* + W(UCK)
e, = 2(Cx + mycy)? (T-Ty) (T—-Ty? ,
’ (T, - T)Zmzz l (T, —=T) * (T, — T)Zl (o7)

3. Urcime, ktora z veli¢in prispieva k vyslednej neistote veli¢iny ¢, najva¢Sou mierou.
Vysledok merania uvedieme v tvare ¢, = (¢, & d,) pre vietky merané latky.
Porovname vysledok merania hmotnostnej tepelnej kapacity c, s tabulkovymi
hodnotami c; (priloha, tabulka 10, strana 161) definovanymi pre nami zvolené Ilatky
pouzitim vztahu

g, = Iz = ed 4 06 05,

Ct

6. Vzavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pric¢inach chyb.
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C. Experimentdlne urcenie hmotnostného skupenského tepla varu
kvapaliny

Hmotnostné skupenské teplo varu kvapaliny moéZzeme urcit pouzitim zmieSavacieho
kalorimetra. Tdto metéda merania je zaloZzend na tom, Ze teplo spotrebované pri zmene
skupenstva sa pri opacnej skupenskej premene uvolni. Nepriame meranie hmotnostného

skupenského tepla realizujeme na zostave znazornenej na obrazku (Obr. 2).

spojovacia hadica

odlucovac

teplomer —
ventil
spojovacia hadica
. teplomer—
varna nadoba |
kvapalina
© kalorimeter
| | s prislusenstvom
varic

izolacna prekazka

Obr. 2. Zostava na meranie skupenského tepla varu pomocou zmieSavacieho

kalorimetra

Kvapalinu, ktorej hmotnostné skupenské teplo varu l chceme zistit, uvedieme do varu. KedZe
potrebujeme poznat mnozZstvo nasytenych par, ktoré vzniknu pri dodavani tepla, vytvorenu
paru privadzame do zmieSavacieho kalorimetra, v ktorom sa nachadza chladnejsia kvapalina.
Para pri styku s kvapalinou v kalorimetri bude kondenzovat a teplo uvolnené pri kondenzacii
sa odovzda kvapaline a kalorimetru s prislusenstvom. Ked' zistime mnoZstvo skondenzovane;j
pary, pozndme mnozstvo kvapaliny v kalorimetri, jej skupenské teplo azmenu teploty,
mobzeme urcit hmotnostné skupenské teplo [.

Teplota, pri ktorej para skondenzuje, je rovna teplote varu T, vySetrovanej kvapaliny.
Pri kondenzacii para hmotnosti m uvolni teplo Q; = ml a pri ochladeni z teploty varu T,
na vyslednu teplotu T kvapaliny v kalorimetri uvolni teplo Q, = mc(T, —T), kde c je
hmotnostnd tepelna kapacita kvapaliny, ktorej [ urcujeme. Celkové uvolnené teplo je
Q = Q; + Q,. Tymto teplom sa ohreje kvapalina v kalorimetri a kalorimeter
s prislusenstvom. Ak je hmotnost kvapaliny v kalorimetri m;, jej zaciato¢na teplota Tj,

hmotnostna tepelna kapacita kvapaliny v kalorimetri c; a tepelna kapacita kalorimetra Cy,
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bude teplo prijaté kvapalinou v kalorimetri Qi =myc;(T — T;) a teplo prijaté kalorimetrom

s prislugenstvom Q, = Cx(T — T;). Pritepelnej vymene plati kalorimetricka rovnica, t. j. zdkon

zachovania energie, vztah (4), uvolnené teplo sa rovna teplu prijatému a plati

Q1+ Q=01+ 0Q,. (12)

Po dosadeni dostavame kalorimetricku rovnicu v tvare

ml+mc(Ty, —T) =mqcy (T —Ty) + Cx(T —Ty) (13)

a odkial' matematickou Upravou bude pre hmotnostné skupenské teplo platit

| = (mycy + C)(T —Ty)

= —c(T, —T). (14)

NajcastejSie volime meranie tak, Ze vySetrovand kvapalina a kvapalina nachadzajuca sa

v kalorimetri st rovnaké, t. j. hmotnostna tepelnd kapacita vySetrovanej kvapaliny a kvapaliny

v kalorimetri je rovnakd c¢; = c. V nasom merani budeme urcovat hmotnostné skupenské

teplo vyparovania vody pri danej teplote varu.

Pomécky

ZmieSavaci kalorimeter, teplomer, digitdlna vaha, vari¢, varna nadoba, odlucovac, izolacna

prekazka.

Postup merania

1.

Urcime tepelnu kapacitu kalorimetra Cx postupom popisanym v ulohe po A. Urenie
tepelnej kapacity kalorimetra a k nemu prisluchajucu neistotu merania o,.

Uréime hmotnost prazdneho kalorimetra m, s prisluSenstvom. Vnutornu nadobu
kalorimetra stepelnou kapacitou Ckx naplnime priblizne do polovice vodou.
Druhykrat odvazime kalorimeter s prislusenstvom avodou. Rozdiel hmotnosti
vyjadruje hmotnost vody m, s teplotou T; a hmotnostnou tepelnou kapacitou c;.
V stave rovnovahy odmeriame teplotu T; vody v kalorimetri.

VysSetrovanu kvapalinu (vodu) urcitd dobu varime v nddobe a ziskanu nasytenu paru
z nddoby vedieme cez odlu¢ovac pary do zmieSavacieho kalorimetra, kde para
prebubldva chladnou kvapalinou a kondenzuje.

Pozn.: Medzi kalorimeter a vari¢ je vhodné umiestnit izolacnu prekdzku, aby sme
zabranili ohrievaniu kalorimetra vyZarovanym teplom z vari¢a a nadoby. Po uvedeni

kvapaliny v nddobe do varu, nechdme nejaku dobu ventil odlu¢ovaca otvoreny. AZ

142



ked' je odlucovac dobre ohriaty, ventil uzatvorime, a tym zacne para prudit priamo
do kvapaliny v kalorimetri.

5.  Urc¢ime teplotu varu kvapaliny T, priamym od¢itanim z teplomera nachddzajuceho
sa v banke.

Nechame nejaku dobu paru kondenzovat. Potom prerusime privod pary.

Po ustdleni teploty kalorimetra s prislusenstvom a vodou tak, Ze ich teploty moéZzeme
povaZovat za rovnaké, odmeriame vyslednu teplotu T odcitanim zteplomera
nachddzajuceho sa v kalorimetri.

8.  Uréime hmotnost m skondenzovanej pary. Odvazime kalorimeter s prislusenstvom
a so zmieSanymi kvapalinami a ndsledne hmotnost m uréime rozdielom tejto
hmotnosti a hmotnosti kalorimetra so studenou vodou my + m;.

9.  Urcime standardné neistoty merania teploty g a hmotnosti g,,, pricom ich hodnota
priblizne zodpoveda zpax/V3, kde Z,.x je hodnota najmensieho dielika pouZitého

meracieho zariadenia.

Vyhodnotenie merania

1.  Vypocitame hmotnostné skupenské teplo varu kvapaliny [ podla vztahu (14).

2. Pomocou metddy na uréenie neistoty merania nepriamo meranej veli¢iny uréime
neistotu [ pomocou neistot priamo meranych veli¢in m;, m, T;, T a nepriamo
urcenej tepelnej kapacity kalorimetra Cx podla nasledujiceho vztahu

o = \/(68_11111)2 (om)" + (%)2 (o) + (66_7{1)2 (on)" + (Ba_Tl)z (o) + (%)2 (o7)? + (%)2 (0c)’"

kde pre jednotlivé derivacie platia vztahy

0l _ o (T-Ty) ol (myc14Cg)(T-T1) ol (myc1+Ck)
am, m am m2 ! Ty m !
al al mqic1+C al T-T.
LLA— ot _ (macy K)_i_c’ _ 1)-

dTy oT m aCk m

Ak meriame vsetky hodnoty hmotnosti s rovnakou neurcitostou o,,,, hodnoty teploty
s rovnakou neurcitostou o; a neurditost urlenia tepelnej kapacity kalorimetra o,
sme urcili vulohe po A. tak pre chybu nepriameho merania bude platit
po matematickej Uprave vysledny vztah

(T - Tl)z (Cx + m1C1)2 (T - T1)2 2
m2 Clz + m?2 (Jm)z + 2 (O-CK)
o =
myc; + Cx)? (mqycq + Cyx)c
et 60" et 60c ]
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Urcéime, ktora z velicin prispieva k vyslednej neistote veliciny [ najvd¢Sou mierou.
Vysledok merania uvedieme v tvare [ = (I £ ;).

Porovname vysledok merania hmotnostného skupenského tepla [ stabulkovou
hodnotou [, (priloha, tabulka 15, strana 163) definovanou pre zvolené latky pouZzitim

vztahu

|1 =L

t

100 %.

& =

V zdavere diskutujeme o ziskanych vysledkoch a moznych pricinach chyb.
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MERANIE POISSONOVEJ KONSTANTY

Ulohy
A. Urcenie Poissonovej konstanty vzduchu Clémentovou-Desormesovou
metodou

Teoreticky uvod

Redlne plyny su komplikované latky, ktoré sa skladaju z velkého mnoZstva molekul, ktoré sa
neustdle pohybuju a pésobia na seba medzimolekulovymi silami. Plyny v rovhovaznom stave
charakterizujeme fyzikalnymi veli¢inami, ktoré sa nazyvaju stavové, lebo charakterizuju stav
sUstavy. Su to termodynamicka teplota T, tlak p, objem V, hmotnost m, latkové mnoZstvo n
alebo pocet molekul N. Na zaklade empirickych zdkonov Gay-Lussaca, Boyla, Avogadra
a Charlesona v roku 1834 francuzsky inZinier a fyzik Emile Clapeyron formuloval rovnicu, ktord
spdja stavové veli¢iny plynu acasto sa piSe vtvare pV = NkT, kde k je Boltzmanova
konsStanta. Neskor sa ukdzalo, Ze tato rovnica nepopisuje spravanie plynov pri vysokych
tlakoch (radovo vacsich ako atmosféricky) a nizkych teplotach (napr. —100 °C). Velmi dobre
viak popisuje spravanie plynov v okoli izbovych tepl6t a atmosférického tlaku, lebo za tychto
podmienok je mozné zanedbat urcité vlastnosti plynu. Plyn, ktory sa riadi Clapeyronovou
rovnicou, nazyvame idedlny a Clapeyronovu rovnicu stavovou rovnicou idealneho plynu.
Idedlny plyn ma nasledujuice vlastnosti. Rozmery molekul idealneho plynu su zanedbatelne
malé v porovnani so vzdialenostou medzi nimi. Molekuly na seba navzajom pdsobia iba pocas
zradzok, ktoré su pruzné, inak nie, t. j. neexistuju medzi nimi pritazlivé a odpudivé sily.

Plyn vyplriajuci isty definovany objem priestoru tvori plynné teleso. Pri zohrievani alebo
ochladzovani telies sa meni ich teplota. Fyzikdlna veli¢ina, ktora definuje mnoZstvo tepla Q
dodaného (odobratého) sustave, aby sa zvysila (znizZila) jej teplota o jeden kelvin (respektive
o jeden stupen Celzia), sa nazyva tepelna kapacita C a definujeme ju vztahom
_deo

C_ﬁ'

(1)

Jednotkou tepelnej kapacity je ] - K~1. MnoZstvo tepla potrebné na zvy$enie (zniZenie) teploty
danej sustavy zavisi aj od procesu, prostrednictvom ktorého teplo dodavame (odoberdame).
Nakolko sa pri zohrievani plynu vyrazne meni jeho tlak a objem, je od tychto stavovych veli¢in
zavisla aj tepelna kapacita € a hmotnostna tepelna kapacita plynu c. Ztoho dovodu su
pri plynoch dané dve tepelné kapacity a teda aj dve hmotnostné tepelné kapacity a to podla
toho, akym spdsobom zohrievanie plynu prebieha. Pri hladani vztahov pre tepelné kapacity
budeme vychadzat z prvého termodynamického zdkona. Prvy termodynamicky zakon (prva
veta termodynamickd) vyjadruje zdkon zachovania energie pre mechanické a tepelné deje,

a hovori: Zmena vnutornej energie sustavy dU je rovna suctu prace dW vykonanej okolitymi
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telesami podsobiacimi na sustavu silami a elementarneho mnoistva tepla dQ, ktoré je

do sustavy dodané alebo zo sustavy odobraté, t. j.
dU = dQ + dw. (2)

Alebo moino napisat, 7e dQ = dU + dW ', kde dW = pdV je elementarna praca, ktort
vykonad ststava dW = —dW a potom plati

dQ = dU + pdV. (3)

Prvy termodynamicky zdkon v tejto podobe hovori, Ze teplo dodané nejakej sustave sa
spotrebuje na zvySenie jej vnutornej energie a na pracu, ktoru tato sustava (napriklad plyn)
vykona. Zo vztahu (2) vyplyva, Ze zmena vnutornej energie dU moze byt vyvolana tepelnou
vymenou, konanim prace alebo konanim prdce asucasne tepelnou vymenou. Vnutorna
energia sustavy U v rovnovainom stave je vo vSeobecnosti funkciou teploty T a objemu V/, t. j.
U=U(T,V).

Ak bude dochdadzat kzohrievaniu plynu pri konstantnom objeme (bude prebiehat
tzv. izochoricky dej), plyn nekond Ziadnu pracu (dV = 0]) a celé dodané mnoiZstvo tepla sa
meni na vnutornu energiu, t.j. zvySuje sa kinetickd energia molekdl plynu. Podelenim
elementarnych prirastkov tepla dQ a vnutornej energie dU zodpovedajucim elementarnym

prirastkom teploty dostaneme pre tepelnu kapacitu
dQ au
=), -,
v=\ar), = a7/, (4)

Index ,V*“ zvyraznuje skutocnost, Ze veli¢iny dQ, dU, dT meriame pri konstantnom objeme.
Velicina Cy, predstavuje tepelnd kapacitu pri konStantnom objeme, vyraz (dQ/dT)y,
predstavuje obycajnu derivaciu Q podla T, lebo teplo zavisi iba od zmeny teploty. Vyraz
(0U/AT)y je parciadlna derivacia U podla T, a vnutornu energiu derivujeme parcidlne podla
teploty preto, lebo vo vSeobecnom pripade je funkciou aj objemu.

Ak bude dochadzat k zohrievaniu plynu pri konstantnom tlaku (izobaricky dej), potom sa
dodané teplo, t. j. tepelna energia, meni na vnitornu energiu plynu a tieZ aj na pracu (plyn sa
rozpina, Cize kona pracu voci vonkajsim silam). Je zrejmé, Ze na dosiahnutie rovnakej hodnoty
vnutornej energie plynu je vtomto pripade potrebné dodat vacsie mnoistvo tepla ako
v pripade zohrievania plynu pri konstantnom objeme. Vzorec pre tepelnd kapacitu
pri konstantnom tlaku C,, najdeme tak, Ze za prirastok energie dU do rovnice (3) dosadime
vyjadrenie Uplného diferencidlu energie

dU(T, V) = (Z—?)V dT + (3—3>T av. (5)
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Z prvej vety termodynamickej pre vratné deje a sustavy nachadzajuce sa v rovhovdznom stave

pre mnoZstvo tepla prijaté sustavou potom plati

aT av
_(au) dT+[<aU> + ]dV
—\a1/, av), TP

Podelenim rovnice (6) prirastkom teploty dT za konstantného tlaku dostaneme

0=, A, I, o

U U )
dQ = dU + pdV = (—) dT + (—) dv + pdv
14 T

t.j.

6 =c+ (), +o) (&), g

Vztah (8) potom vyjadruje tepelnd kapacitu za konstantného tlaku C,, ktora je vacsia ako
tepelna kapacita za konstantného objemu Cy,. Vidime, Ze skutoCne, ak prebieha zohrievanie
plynu pri konStantnom tlaku, spotrebuje sa teplo dodané plynu zvonku na zvySenie jeho
vnutornej energie a na pracu, ktord plyn pri rozpinani vykona. Hmotnostné tepelné kapacity
Cp, Cy sa pri pevnych a kvapalnych latkach lisia velmi malo, pri plynoch je tento rozdiel vyrazny

a nemozno ho zanedbat, pricom pri vietkych latkach je ¢, > cy.

Stavova rovnica pre idedlny plyn je dana vztahmi

pV = NKT,

9
pV =nRT, ©)

kde N je pocet Castic plynu nachadzajucich sa vobjeme V, n je latkové mnoistvo, k je
Boltzmannova konstanta, R je molarna plynova konstanta. D4 sa ukazat, Ze vnutorna energia

ou

idedlneho plynu nezavisi od jeho objemu, t. j. (5) = 0. Vdalsom odvodeni budeme
T

predpokladat, Ze ide o jeden mdl idedIineho plynu (n = 1), t. j. rovnica (9) nadobudne tvar

pV = RT. (10)

. , , . dv , ny
Po zdiferencovani vztahu (10) dostaneme rovnicu p (E) = R a potom vztah (8) mozeme
p

napisat v tvare

C,=Cy +R. (11)
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Toto je Mayerova rovnica, ktord vyjadruje vztah medzi molarnou tepelnou kapacitou
pri konstantnom tlaku €, a molarnou tepelnou kapacitou pri konstantnom objeme Cy,. Ked'sa
namiesto molarnych tepelnych kapacit vezmu tepelné kapacity, vztah (11) bude mat

nasledujuci tvar

C, = Cy +nR. (12)

Podiel tepelnych kapacit nazyvame Poissonovou konstantou k a vzhladom na vztah medzi
tepelnou kapacitou a hmotnostnou tepelnou kapacitou (je jedno ¢i delime molarne tepelné
kapacity alebo tepelné kapacity) su vtom istom pomere aj hmotnostné tepelné kapacity
pri konstantnom tlaku ¢, a konstantnom ojeme cy, takze plati

Cp c
= (13)

K=—
Cy o

Poissonova konstanta k je teda bezrozmerna fyzikalna veli¢ina. Pre vSetky plyny je pomer
tepelnych kapacit k > 1 a zavisi od poctu atémov v molekule plynu (priloha, tabulka 13,
str. 162). Hodnotu Poissonovej konstanty k pre idealny plyn je moiné vypocitat priamo
z kinetickej tedrie plynov nasledovne.

Uvazujme idedlny plyn, ktory je zloZzeny z molekul jedného druhu, kde kazdad molekula ma
i stupriov volnosti. Na pohyb jednej molekuly pripada stredna energia e = ékT a pre strednu
energiu jedného modlu plynu plati E = EiNAkT = %RT, kde k je Boltzmannova konstanta,
N, je Avogadrova konstanta (vyjadruje pocet molekul v1 mdle), R je molarna plynova
konstanta. Ak tento plyn zahrejeme pri konstantnom objeme (izochoricky), zvysenie strednej
energie E plynu bude viest k ndrastu vnutornej energie U. Vnutorna energia idedlneho plynu
je iba funkciou teploty a pre zmenu vnutornej energie plati dU = C,dT, kde Cy je tepelnd

kapacita pri konstantnom objeme, tak dostaneme
i
dE = ERdT = dU = C,dT. (14)
Z tejto rovnice dostdvame pre moldrnu tepelnu kapacitu pri konstantnom objeme
Ak pouzijeme Mayerovu rovnicu, dostaneme

i
Cp=5R+R. (16)

Poissonovu konstantu k, vyjadrend pomerom tepelnych kapacit pri konstantnom tlaku
a objeme (vztah 13), méZzeme dosadenim vztahov (15) a (16) za C,, Cy vyjadrit v tvare
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[
FR+R 42

K= (17)

R
V prilohe (tabulka 13, str. 162) su uvedené teoretické hodnoty tepelnych kapacit C,, Cy
a Poissonovej konstanty k vypocitané podla vztahov (15) a (16) pre idedlny jednoatomovy
(zlozeny z jednoatdmovych molekul), dvojatdmovy a viacatomovy plyn. Pre redlny plyn
neposkytuje kineticka tedria dostatocne presné vysledky, preto sa konstanta urcuje
experimentalne. V nasom pripade budeme urcovat Poissonovu konstantu x nepriamo
Clémentovou-Desormesovou metddou.

A. Urcenie Poissonovej konstanty vzduchu Clémentovou-
Desormesovou metédou

Meranie realizujeme na Clémentovom-Desormesovom pristroji. Tento pristroj je velmi
jednoduchy a pozostava zo sklenenej nadoby objemu V, ventilov (1) a (2), privodov k pumpe,
samotnej pumpy a U-manometra naplneného destilovanou vodou (Obr.1). Prostrednictvom
ventilu (2) je moZné nadobu prepojit s vonkajSim vzduchom, ktorého atmosféricky tlak je p,.
Pri tomto postupe urcovania Poissonovej konstanty vzduchu budeme vyuZivat zakonitosti

izochorického a adiabatického deja v plynoch.

spojovacia

U-manometer .
hadica

(,: ventil 2

vzduch

spojovacia
hadica
ventil 1 | pumpa

et =

Obr. 1. Schéma aparatury na meranie Poissonovej konstanty Clémentovou-Desormesovou
metddou
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Adiabaticky dej je dej, pri ktorom si sustava nevymiena teplo sokolim. Zprvej
termodynamicke] vety popisanej rovnicami (2) resp. (3) teda dostaneme, Ze vnutornd energia

sustavy sa moZe menit iba na Ukor prace konanej na sustave alebo sistavou

0 = dU + pdV. (18)

Uz vysSie sme uviedli, Ze pre zmenu vnutornej energie plati dU = C,dT. Ak zdiferencujeme

stavovu rovnicu (9), dostaneme

Vdp + pdV = RdT, (19)

odkial' vyjadrime priacu pdV = RdT — Vdp. Zo stavovej rovnice (9) vyjadrime dalej objem
V =RT/p a pomocou vztahov (11) a (13) vyjadrime molovl plynovi konstantu
R = Cy(x — 1). Dosadenim vyjadreni pre pracu pdV, objem V a molovu plynovu konstantu R

do rovnice (18) a naslednou Upravou dostaneme tdto rovnicu v tvare

dT 1 dp_O

Jej integraciou ziskame Poissonovu rovnicu popisujucu adiabaticki zmenu plynu

p~*~DT* = konst. (21)

Pre izochorickd zmenu plynu plati stavova rovnica

% = konst. (22)

Vzduch najskor stla¢éime v nddobe nahustenim vzduchu pumpou cez ventil (1) pri zatvorenom
ventile (2) tak, aby bol v nadobe pretlak voci tlaku okolitého vzduchu a nechdme hladiny
mernej kvapaliny vramenach U-manometra ustdlit. KedZze zmenu tlaku vzduchu meriame
pomocou U-manometra, moéZeme ju vyjadrit pomocou vztahu pre hydrostaticky tlak
Ap; = pgh,.Tento stav plynu je charakterizovany stavovymi veli¢éinamip; = py + pgh4, T4,
nq, kde T; je teplota vzduchu, n, je l[atkové mnoizstvo, t. j. pocet mélov vzduchu v nadobe, p,
je atmosféricky tlak, p je hustota kvapaliny v U-manometri pri teplote T;, h; je rozdiel pol6h
hladin kvapaliny v ramendch U-manometra (stav I.).

Potom na kratky casovy interval otvorime ventil (2), kedy sa nadoba spoji s vonkajSim
vzduchom. Prebehne adiabatickd expanzia vzduchu v nddobe z prvého do druhého stavu
(T, po + pghy) = (T3, o). Predpokladdme, Ze expanzia prebehla tak rychlo, Zze nedoslo

k vymene tepla plynu s okolim, plyn sa expanziou ochladil na teplotu T, < T;. Stav plynu
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po adiabatickej expanzii je vyjadreny stavovymi veli¢inami p,, T,, n,, kde n, je pocet mélov,
ktoré ostali po expanzii v sklenenej nadobe (stav Il.)

Pri adiabatickej expanzii teplota vzduchu klesla, ale nddoba s plynom nie je tepelne izolovana
od okolia a po urcitom case sa teplota vzduchu v nadobe ustali na vonkajsiu teplotu T; a tlak
pritom rastie izochoricky na hodnotu p,, ktory dosiahne pri teplote T;. PretoZe je zmena
teploty pri expanzii plynu velmi mala, budu tlaky p;, p, malo odlisné od atmosférického tlaku
Do a teda aj mnozZstvo plynu vyjadrené po¢tom molov n4, resp. n, bude priblizne rovnaké.
Prechod zdruhého do tretieho stavu mdZeme zapisat ako (T, po) — (T1,p0 + pghy).
Po tomto ustaleni hladin kvapaliny v ramendach U-manometra je tento stav charakterizovany
stavovymi veli¢inami p, = p, + pgh,, V,,T;,n,, kde h, je rozdiel hladin kvapaliny
v U-manometri (stav IIl.).

Pre prechod plynu z prvého do druhého stavu, t. j. pre adiabatickd expanziu vzduchu v nddobe
plati

—(k—-1 —(k—1
p1(K )T1K=p0(K )TZK- (23)

Pre prechod plynu z druhého do tretieho stavu, t. j. izochoricky ohrev plynu v nddobe, plati
stavova rovnica

Po_ P2

Zo vztahov (23) a (24) po matematickej Uprave dostaneme
p —(k—-1) p K
G =G 29
Po b2

po dosadeni za p; = py + pgh, a p, = py + pgh, dostaneme rovnicu

- (p—")K. (26)
Do + pgh;

=(x-1)

(Po + pghl)
Po

Po zlogaritmovani mdzeme pisat vztah pre vypocet Poissonovej konstanty k v tvare

h
1 (1+pg 1)
n Po

K =
14 P9l
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¥ . " v/ R , h
PretoZe pretlak dp;, resp. dp, je ovela mensi ako atmosféricky tlak py, plati %
0

<< 1,

pohz 1, méZeme vztah (27) s pouzitim Taylorovho rozvoja funkcie In(1 + x) zjednodusit

Po
a uvazovat iba prvy ¢len tychto radov a dostaneme pre k vztah

pghy

- Po
% oghi  pghy (28)

Po Po

Po matematicke]j Uprave dostavame priblizny vztah pre vypocet k

hy
T (29)

Podla vztahu (29) na urcenie hodnoty Poissonovej konstanty k staci iba odmerat rozdiel pol6h
hladin hy, h, tlakomernej kvapaliny v obidvoch stavoch plynu.

Pozn.: Clémentovou-Desormesovou metddou, ktoru sme popisali, méZeme dosiahnut presnost
nie vdcsiu ako 3 %. Krdtkodobym otvorenim uzatvdracieho ventilu nezabezpelime presne
adiabaticku zmenu, nakolko déjde cCiastocne k vymene tepla medzi vzduchom v nddobe
a okolim nddoby. Tymto meranim dostaneme v priemere mensiu hodnotu Poissonovej

konsStanty k ako je dand jej skutocnd hodnota.

Pomécky
Aparatlra na meranie Poissonovej konstanty Clémentovou-Desormesovou metddou alebo

Clémentov-Desormesov pristroj, barometer, teplomer.

Postup merania

1. Zbarometra od¢itame atmosféricky tlak pred zaciatkom merania (py1) @ na konci
merania (py2), a vypocitame jeho priemerntd hodnotu p,. PretoZe ortutovy
barometer ma stupnicu v jednotkach torr (mmHg), na uréenie atmosférického tlaku
po pouzijeme prevod 1 torr = 133,3 Pa, t. j. po (Pa) = 133,3 - p (torr).

2.  Odmeriame teplotu kvapaliny (destilovanej vody) v U-manometri bezprostredne
pred meranim (t;) a po merani (t,), a vypocitame jej priemernu hodnotu t.

3. Pri uzatvorenom ventile (2) do nadoby gumenou pumpou natla¢ime cez ventil (1)
vzduch tak, aby U-manometer ukazoval pretlak v nadobe a uzatvorime ventil (1).
Potkdme, pokym sa hladiny vodného stipca vramendch U-manometra ustalia
a od¢itame vzajomnu vzdialenost vodnych hladin obidvoch ramien U-manometra h;.

4.  Otvorime ventil (2) a hned ho uzavrieme. Chvilu opat poc¢kame, pokym sa hladiny
vodného stipca v ramenach U-manometra ustalia a od¢itame vzajomnd vzdialenost

vodnych hladin obidvoch ramien U-manometra h,.
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5. Meranie opakujeme 10 aZz 20-krat pri roznych zaciatocnych pretlakoch vzduchu
v nddobe a pri réznych rychlostiach otvorenia ventilu (2). Namerané hodnoty
vzajomnej vzdialenosti vodnych hladin obidvoch ramien U-manometra h; a h,
zapisujeme do tabulky 1.

Tabulka 1.

Py, (Pa) Py, (Pa) py(Pa)

t; (°C) t; (°C) t (°C)

i | hy(m)|h,(m)| & 22, p, (Pa) | P2 (Pa) K" AL

1

2

n

K = o7 = K" = o =

Vyhodnotenie merania

1.

Urc¢ime hodnotu hustoty destilovanej vody p pouZitej v U-manometri v zavislosti
od teploty (priloha, tabulka 6, str. 158).

Vypocitame hodnotu tlaku vzduchu v nadobe po nahusteni vzduchu p; = py + h1pg
a po Ciastoénom vypusteni vzduchu z nadoby p, = p, + h,pg, kde za p, dosadime
priemerny atmosféricky tlak.

Vypoctom podla presného vztahu (27) uréime Poissonovu konstantu, ktorej hodnoty
v tabulke 1 zapisujeme s oznacenim k.

Vypoctom podla priblizného vztahu (29) uréime Poissonovu konstantu, ktorej
hodnoty v tabulke 1 zapisujeme s oznaéenim k;'.

Uré&ime aritmeticky priemer Poissonovej konstanty k’, k”" a vypocitame prislugné
stredné kvadratickeé odchylky aritmetickeho priemeru o7, ;7.

Vysledok uréenia Poissonovej konstanty vzduchu uvedieme v tvare k' = (E’ + 07)
ak' = (k" £ o).

Vypocitame relativnu odchylku od tabulkovej hodnoty. Porovname vysledky
merania k', k'’s tabulkovou hodnotou Poissonovej konstanty x pre vzduch (priloha,
tabulka 12, str. 162).

V zdvere diskutujeme o ziskanych vysledkoch. Uvedieme moZné zdroje chyb

a metddy, pomocou ktorych by sa dali tieto chyby eliminovat.
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PRILOHY

Tabulka 1. Zakladné fyzikalne veli¢iny a ich jednotky medzinarodnej sustavy SI

Fyzikalna velicina Zakladna jednotka
Nazov Znacka Nazov Znacka
cas t sekunda s
dizka l meter m
hmotnost m kilogram kg
elektricky prud I ampér A
termodynamicka teplota T kelvin K
latkové mnoistvo n mol mol
svietivost I kandela cd

Tabulka 2. Odvodené jednotky Sl so Specidlnymi ndzvami a symbolmi

Vztah k inym Vztah k zakladnym

Fyzikalna veli¢ina Nazov Znacka jednotkam jednotkam
rovinny uhol radian rad
priestorovy uhol steradian sr
frekvencia hertz Hz st
sila newton N kg -m-s~?
tlak, napéatie pascal Pa N-m™2 kg-m1-s7?
energia, praca, teplo joule J N -m kg m?-s~?
vykon watt W |]-s7?t kg-m?-s73
elektricky naboj coulomb C A-s A-s
elektrické napatie, elektricky
potencil volt v W-AL kg-m?-s73-A"1
elektricky odpor ohm Q V-Al kg-m?-s73-A2
elektrickd kapacita farad F c-v1 kg™l-m2-5%- A2
elektrickd vodivost siemens S A-V~?! kg™l -m™2.53-A°2
magneticky indukény tok weber Wb |V-s kg-m?-s72-A!
magneticka indukcia tesla T Wb -m™2 kg-s2-A"1
indukénost henry Wb-A~?! kg -m?-s72-A2
radioaktivita becquerel Bqg s™1
svetelny tok lumen Im cd - sr
osvetlenie lux Ix Im - m—2
dévka Ziarenia gray Gy |]J-kg? m?-s~?
davkovy ekvivalent sievert Sv |J-kg? m? -s72
katalytickd aktivita katal kat mol - s7?!
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Tabulka 3. Nasobky a diely jednotiek medzinarodnej sustavy Sl

Skratka | Nazov Hodnota Nazov

Q quetta | 103° 1 000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 | kvintilién

R ronna | 10?7 1 000 000 000 000 000 000 000 000 000 | kvadriliarda
Y yotta 10%* 1 000 000 000 000 000 000 000 000 | kvadrilién

V4 zetta 102t 1 000 000 000 000 000 000 000 | triliarda

E exa 1018 1 000 000 000 000 000 000 | trilidén

P peta 101° 1 000 000 000 000 000 | biliarda

T tera 1012 1 000 000 000 000 | bilién

G giga 10° 1 000 000 000 | miliarda

M mega 10° 1000 000 | milion

k kilo 103 1 000 | tisic

h hekto 10? 100 | sto

da deka 10?1 10 | desat

- - 10° 1 jeden

d deci 10! |01 desatina

c centi 1072 | 0,01 stotina

m mili 1073 | 0,001 tisicina

m mikro | 10~ | 0,000 001 miliéntina

n nano 10~° | 0,000 000 001 miliardtina

P piko 10~12 | 0,000 000 000 001 biliéntina

f femto | 1075 | 0,000 000 000 000 001 biliardtina

a atto 10~18 | 0,000 000 000 000 000 001 triliéntina

z zepto | 102! | 0,000 000 000 000 000 000 001 triliardtina

y yokto | 10724 | 0,000 000 000 000 000 000 000 001 kvadriliéntina
r ronto | 10727 | 0,000 000 000 000 000 000 000 000 001 kvadriliardtina
q quecto | 103° | 0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 001 kvintiliéntina

155




Tabulka 4. Pismena a symboly gréckej abecedy

Velké pismena | Malé pismena Nazov
A o alfa
B B beta
I Yy gama
A ) delta
E € epsilon
Z [ zeta
H n éta
0 0 théta
| L iota
K K kappa
A A lambda
M u mi
N v ny
= 3 ksi
0 0 omicron
I1 T pi
P p ré
X (o] sigma
T T tau
Y ) ypsilon
) © fi
X X chi
by ] psi
Q w omega
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Tabulka 5. Vybrané zakladné fyzikalne konstanty podla Sl

Nazov konstanty

Znacka a hodnota konstanty

tiaZzové zrychlenie (45° zemepisnej Sirky)

g =9,80665m:-s2

rychlost svetla vo vakuu

c=299792458m-s"!

elementarny ndboj

e=1,602177634-1071°C

permeabilita vakua

Uo=4m-10""H-m™ ! =1,256637-10"° N- A2

permitivita vakua

g =8,854187-10712F- m™!

normalny tlak

pn = 101 325 Pa

normalna teplota

T, = 273,15K

gravitacnd konstanta

K =6,67259-10"11 N-m? - kg2

Boltzmannova konstanta

k=1,380649-10723]-K1

Avogadrova konstanta

N, = 6,022 140 76 - 1023 mol ™!

molarna plynova konstanta

R =8314510] - mol™1-K™!

moldarny objem idealneho plynu prip, a T,

V, =22,41383-10% m3 - mol™?!

Faradayova konstanta

F =96 485,332 12 C-mol™!

Planckova konstanta

h=6,62607015-10"3%] s

atomova hmotnostna konstanta

m, = 1,660 539 066 - 10727 kg

Stefan-Boltzmanova konstanta

0=5670374419-10"8W -m=2-K*

leVv

1,602 176 634-10719]
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Tabulka 6. Hustota destilovanej vody p v zavislosti od teploty

p (kg-m~%)
t (°C) desatiny stupna
,0 ,2 4 ,6 ,8
10 999,700 999,682 999,664 999,645 999,625
11 999,605 999,585 999,564 999,542 999,520
12 999,498 999,475 999,451 999,427 999,402
13 999,377 999,352 999,326 999,299 999,272
14 999,244 999,216 999,188 999,159 999,129
15 999,099 999,069 999,038 999,007 999,975
16 998,943 998,910 998,877 998,843 998,809
17 998,774 998,739 998,704 998,668 998,632
18 998,695 998,558 998,520 998,482 999,444
19 998,405 998,365 998,325 998,285 998,244
20 998,203 998,162 998,120 998,078 998,035
21 997,992 997,948 997,904 997,860 997,815
22 997,770 997,724 997,678 997,632 997,585
23 997,538 997,490 997,442 997,394 997,345
24 997,296 997,246 997,196 997,146 997,095
25 997,044 997,992 997,941 997,888 997,836
26 996,783 996,729 996,676 996,621 996,567
27 996,512 996,457 996,401 996,345 996,289
28 996,232 996,175 996,118 996,060 996,002
29 995,944 995,885 995,826 995,766 995,706
30 995,646 995,586 995,525 995,464 995,402
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Tabulka 7. Hustota p vzduchu v zavislosti od teploty t (pri tlaku 101,325 kPa)

t (°C) p (kg-m™3) t (°0) p (kg-m™3)
0 1,293 16 1,221
1 1,288 17 1,217
2 1,284 18 1,213
3 1,279 19 1,209
4 1,275 20 1,205
5 1,270 21 1,201
6 1,265 22 1,197
7 1,261 23 1,193
8 1,256 24 1,189
9 1,252 25 1,185
10 1,247 26 1,181
11 1,243 27 1,177
12 1,239 28 1,173
13 1,234 29 1,169
14 1,230 30 1,165
15 1,226

Tabulka 8. Hustota p vybranych tuhych latok
pri teplote 20 °C, plynov pri teplote 0 °C a tlaku 101,325 kPa

Latka p (kg-m™3) Latka p (kg-m™3)
hlinik 2699 kremen 2651
kremik 2328 oceloliatina 7 800
med' 8 960 sklo jenské 2230
nikel 8900 sklo pristrojové 2 400
olovo 11341 sklo normdlne 2 580
volfram 19 300 olej minerdlny 900 -930
zinok 7 140 olej olivovy 910
Zelezo 7874 olej parafinovy 800
mosadz 8300-8600 glycerin 1260
ocel
chromoniklova 7 800 -8 100 ortut 13546
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Tabulka 9. Elastické vlastnosti roznych tuhych latok

Modul pruznosti Modul pruznosti
Latka vtahuE (- 10° Pa) v émyku G (- 10° Pa) Poissonovo ¢islo u

hlinik 71 26,4 0,34
med’ 123 45,5 0,35
nikel 205 78 0,32
olovo 16 5,6 0,44
volfram 390 151 0,29
Zelezo 212 82 0,29
mosadz 99 36,5 0,36
ocel (do 5 % Ni) 200-210 79 -89 0,25-0,33
plexisklo 3,3 1,2 0,35
kremen 73 31 0,17
sklo kremenné 75 32 0,17
Drevo ihli¢naté 10 0,3

Drevo dubové 12,5 0,6
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Tabulka 10. Hmotnostna tepelna kapacita ¢, niektorych

tuhych latok, kvapalin a plynov pri 20 °C (k = c,/cy)

Latka ¢, J kg™ -K™) Latka ¢, kg™t K™

hlinik 896 porcelan 791
vodna para (100 °C) 1952 kremen 743
med’ 383 plasty 1300-1 800
nikel 448 sklo 840
olovo 129 ortut 139
volfram 134 glycerin 2390
zinok 385 olej olivovy 1970
Zelezo 450 olej parafinovy 2130
mosadz 384 voda (4 °C) 4186
ocel 460 vzduch 1012

Tabulka 11. Hmotnostna tepelna kapacita ¢, vody v zavislosti od teploty t
(pri tlaku 101,325 kPa)

t (°C) ¢, J kg™ K™ t (°C) ¢, J kg™ K1)
0 4217,8 55 4182,2
5 4201,3 60 4184,3
10 4192,2 65 4186,7
15 4186,3 70 4189,7
20 4181,8 75 4192,9
25 4179,5 80 4196,4
30 4178,4 85 4200,5
35 41781 90 4 205,2
40 4178,4 95 4210,4
45 4179,3 100 4216,0
50 4180,5
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Tabulka 12. Hmotnostna tepelna kapacita vzduchu ¢, a
Poissonova konstanta vzduchu k = ¢, /c, v zavislosti od teploty (pri tlaku 101,325 kPa)

t(°C) | ¢ J-kg™t K™ K

-50 1006 1,41

0 1006 1,40
20 1006 1,40
40 1008 1,40
60 1009 1,40
80 1011 1,40
100 1012 1,395

Tabulka 13. Molarna tepelna kapacita C,, C;, a Poissonova konstanta k idedlneho plynu

Idedlny plyn's ) 1. -1 ) -1 -1
molekulami Cp - mol™ -K™7) Cy (J-mol™ -K™) K
5 3 5
1 atémovymi ER = 20,786 ER = 12,472 3= 1,6667
7 5 7
2 atémovymi ER = 29,100 ER = 20,786 == 1,4
3 a viac atémovymi 4R = 33,358 3R = 24,943 = =13333

Tabulka 14. Moment zotrvaénosti I pre os iducu stredom mnohouholnika a kolmu na rovinu,

kde M je hmotnost a R je polomer opisanej kruznice mnohouholnika

. 2
N-uholnik | 1 (kg m?)
1
3 MR
1
4 = MR?
5
> MR?
6 12
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Tabulka 15. Teploty t, normdlineho bodu varu a hmotnostné skupenské teplo varu [,
teploty t;, merné skupenské teplo varu [, a merné skupenské teplo topenia [;

pre vybrané materidly

Latka ty (°C) ty (°C) L, (-10°]-kg™") | L (-10%]-kg™)
hélium -268,9 272 20,6 5,2
vodik -252,7 -259 454 58,2
kyslik -183,0 -218 213 13,8
ethylalkohol 78,4 -115 840 108
voda 100 0 2255,5 333,7
ortut 356,6 -38,9 292 11,8
Zzelezo 3023 1540 6 340 289
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